Numericko modeliranje linijske disperzije
u otvorenim tokovima

U ovom poglavlju se govori o modelu linijske disperzije koji se zasniva na pros-
tornom osrednjavanju jedancina transporta mase za elementarnu zapreminu. Klju-
¢ni parametar ovog modela je koeficijent linijske disperzije, koji u sebi objedinjava
uticaje lateralne turbulentne difuzije i lateralne konvektivne disperzije. Kako ovi
uticaji zavise od rasporeda brzine po Sirini korita, opisan je jedan originalan pristup
za odredjivanje ovog rasporeda. Definisana je metodologija kalibracije koeficijenta
linijske disperzije i njegove ekstrapolacije. Za primenu ove metodologije u praksi
razvijen je odgovarajudi softver, ¢ije je koriséenje ilustrovano primerima.

1.1 Uvod

Proces disperzije u otvorenim tokovima izazvan je neravnomernim rasporedom
brzine u pravcu glavnog toka, kao i raznim vrstama sekundarnog strujanja. Rec
je o hidrodinamickim svojstvima, koja su posledica neprizmaticnosti prirodnog
recnog korita — njegove nepravilne i promenljive geometrije po duzini toka.

Za kvantifikaciju procesa transporta mase neke materije u re¢nonom koritu, moze
se koristiti matematicki model linijske disperzije, zasnovan na osnovnoj pret-
postavci da je samo jedan dominatan pravac strujanja (linijsko tecenje) i da se
shodno tome, raspored koncentracije duz toka moze definisati srednjom profil-
skom koncentracijom. Ova pretpostavka se obi¢no iskazuje termininom ,,daleko
polje” za hidrodinamicke veli¢ine i skalarne velicine koje se transportuju tokom.

1.2 Koeficijent linijske disperzije

Jedini parametar modela linijske disperzije je koeficijent linijske disperzije, ¢ija
vrednost zavisi od hidrodinamike toka. U nastavku se razmatra struktura ovog
parametra, dosledno sledeéi analizu prof. M. Radojkoviéal [29].

IProf. Miodrag Radojkovié¢ (1945-1990), profesor hidraulike Gradjevinskog fakulteta u
Beogradu, rodonacelnik je numericke hidraulike kod nas.
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Polazi se od jednacine koja opisuje proces linijske disperzije, pod uslovom da ne
postoji fluks mase po granicama strujanja u popre¢nom preseku:
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gde je: x — odstojanje, t — vreme, @@ — protok, A — povrSina popre¢nog preseka,
C - srednja zapreminska koncentracija neke materije u vodi?, a D — koeficijent
linijske disperzije.

Rasclanjavanje strukture koeficijenta linijske disperzije polazi od jednacine odrzanja
mase pasivne (nerazgradljive) materije, napisane za elementarnu zapreminu vode,
odnosno ,,tacku” strunog polja:
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Ova jednacina je dobijena osrednjavanjem po vremenu, sa kovarijansama na desnoj
strani koje poticu od fluktuacija komponenti brzine i koncentracije. Jednacinu
(1.2) treba integrisati po poprecnom preseku, Sto se obavlja u dva koraka, najpre
po dubini, a zatim po Sirini toka (Slika 1.1).

Lokalne vrednosti koncentracije i komponenti brzine razdvajaju se na srednju vred-
nost i odstupanje po dubini:

C=C+C* u=u+u* v=0+0" w=u+w", (1.3)

a srednje vrednosti koncentracije i komponenti brzine po dubini, na srednju vred-
nost u preseku i odstupanje po Sirini:

C=C+Ct; d=u+u"; T=v+0"; w=w+uw". (1.4)

20bratiti paznju na nacin obelezavanja pojedinih veli¢ina:

srednja vrednost po vremenu

odstupanje od srednje vrednosti po vremenu (fluktuacija)
srednja vrednost po dubini toka

odstupanje od srednje vrednosti po dubini

srednja profilska vrednost
+  odstupanje srednje vrednosti po dubini od srednje profilske vrednosti

Za veli¢ine koje nisu obelezene navedenim znacima, podrazumeva se da su osrednjene po vremenu
i da se odnose na tactku (elementarnu zapreminu) strujnog polja.
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Slika 1.1: Rec¢no korito i koordinatni sistem

Primenom navedenih relacija i integracijom (1.2) uz uslov da ne postoji fluks mase
po povrsini toka i po dnu, dobija se [29]:
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Uporedjenjem jednacina (1.5) i (1.1) vidi se da su im leve strane jednake. Na
osnovu toga, sledi da je koeficijent linijske disperzije:

1 B Z zZ
D=—— / [/ u/C/dz+/u*c*dz+u+c+h dy. (1.6)
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Posebno obelezeni ¢lanovi ove jednacine oznacavaju sledece procese:

Traif — poduzna (longitudinalna) turbulentna difuzija;
Todis — poduzna (longitudinalna) konvektivna disperzija;
Iygifais — popreéna (lateralna) turbulentna difuzija i konvektivna disperzija.

U nastavku se odvojeno razmatraju pojedinacni uticaji.

1.2.1 Poduzna turbulentna difuzija

Razvoj ¢lana I.4;5 zahteva modeliranje kovarijanse u/C”, koja se naziva Rejnoldsov
(Reynolds) napon®.

3Ret je o veli¢ini koja je posledica vremenskog osrednjavanja Navie-Stoksovih (Navier-Stokes)
jednacina i nije pravi napon, ve¢ odrazava uticaj turbulentih fluktuacija, sa efektom unutrasnjeg
smicuéeg (tangencijalnog) ,,napona” [11].
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Ako se, po analogiji sa Fikovim (Fick) zakonom, usvoji najjednostavniji Busineskov
(Boussinesq) model [16]-2.5-35:

e
oz’

w'C' = —eg

(1.7)

gde je €5 = 11 /S — koeficijent turbulentne difuzije, ili koeficijent mesanja materije
i fluidnih deliéa. Ovaj koeficijent je ustvari tenzorska velic¢ina (ima komponente u
sva tri koordinatna pravca), ali ako se pretpostavi da je turbulencija izotropna (u
sva tri pravca jednaka), onda koeficijent e, postaje skalarna veli¢ina. Ako se dalje,
pretpostavi da je vrednost Smitovog (Schmidt) broja S. = 1, koji uspostavlja
vezu izmedju difuzionog koeficijenta i koeficijenta turbulentne viskoznosti, sledi
da je difuzioni koeficijent jednak koeficijentu turbulentn]e (vrtlozne) viskoznosti:
€s = 4. Slitna aproksimacija se obicno uvodi i kada je u pitanju koeficijent
mesanja fluidnih deli¢a®.

Razmatrajudi strujanje u proizvoljnoj vertikalnoj ravni (z, z) (Siroko korito, daleko
od obala), mozZe se, primenom Busineskovog modela turbulencije, napisati izraz za
raspored Rejnoldsovog (Reynolds) tangencijalnog napona po dubini toka:

du
Tos ST =PV (1.8)

Prelaskom na bezdimenzionu vertikalnu koordinatu: £ = z/h € (0, 1), odakle sledi:
dz = hd¢, dobija se zavisnost difuzionog koeficijenta po dubini:

(1.9)

Da bi se dalje konkretizovao izraz (1.9), neophodno je prepostaviti odredjen ras-
pored po dubini funkcije tangencijalnog napona 7(£) i brzine u(§).

Raspored tangencijalnog napona po dubini. Ovaj raspored je linearan [16]-
2.3-32:
T=7,(1—2/h) = p-u?(l - z/h), (1.10)

gde je: 7, — lokalni tangencijalni napon na dnu, h — lokalna dubina toka, a u, =
\/To/p — lokalna smicuéa brzina, odnosno lokalni tangencijalni napon na dnu (7,)
izrazen u jedinicama brzine [m/s].

4Treba se podsetiti da je Busineskov model turbulencije: € = v;/8, gde je € — koeficijent
mesanja fluidnih delica, a 3 — korekcioni koeficijent; ovaj koeficijent se zove Smitov broj kada se
radi o rastvorenoj materiji (Sc), a Prandtlov (Prandtl) broj, kada se radi o toploti [15].
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Prelaze¢ na bezdimenzione koordinate, jednacina (1.10) postaje:

(&) = p-uz (1-0). (1.11)
Raspored brzine po dubini. U teoriji se za definiciju ovog rasporeda koriste

logaritamska ili eksponencijalna funkcija [16]2.6-37, 2.11-49. Ovaj drugi raspored
je analiticki povoljniji, jer nema singularitet za z = 0):

w(z) =a- (”—m> (%)”m, (1.12)

m

pri ¢emu eksponent m, kao kalibracioni parametar, obi¢no uzima vrednosti 5, 6 i
7. Odgovarajuéi bezdimenzioni oblik ovog rasporeda je:

u(é) =u- (H—m> Lgm, (1.13)

m

a odgovarajuéi gradijent:

dz;(g{) = (1+m>5 o (1.14)

Ako se primeni Busineskov model turbulencije, ¢lan koji odrazava uticaj turbu-
lentne difuzije po duzini toka dobija ovaj oblik:

Z Z zZ
deif:/u’—C’dz:/ [e ( )‘2(;] dz = (%S) /es(z)dz. (1.15)

Pretpostavljajuci da je gradijent lokalne koncentracije priblizno jednak gradijentu
srednje koncentracije: 0C/0x ~ 0C/Jz i prelazeéi na bezdimenzione koordinate
pomocu izraza (1.9), (1.11) i (1.14), integral (1.15) postaje [29]:

() (2 e () o

m

gde je:

m

Pi(m) = (m+1)2m—-1)3m—1)

(1.17)
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Tabela 1.1: Vrednosti funkcije Py u zavisnosti od parametra m [29].

m 5 6 7
Pi(m) | 0,83 | 0,09 | 1,15

Neke vrednosti funkcije P;(m) date su u Tabeli 1.1.

Integral (1.16) se moze napisati u preglednijem obliku:

aC
Toaif = €5 h - —, 1.18
dif =€ o (1.18)
gde ,,novi” parametar:
~ U
& = (huy) (5) Py (m) (1.19)

predstavlja po dubini osrednjen koeficijent mesanja materije u rec¢noj vodi pod
uticajem turbulentne difuzije.

Izraz (1.19) omogucava objasnjenje nekih empirijskih izraza iz literature. Na
primer, prema nikim ruskim izvorima kod velikih ravnic¢arskih reka je:

€s = )
200

- uh

(1.20)

sto se lako moze pokazati ako se pretpostavi da je vrednost ekponenta zakona
brzine m = 6 (P; = 1) i vrednost Sezijevog (Chézy) koefijenta rapavosti C =

45 m'/2/s, pa se iz Sezijeve jednacine dobija: u. /@ = /g/C ~ 0,07.
1.2.2 Poduzna konvektivna disperzija

Podwna (longitudinalna) disperzija izazvana konvekcijom glavnog toka manifes-
tuje se odstupanjem po dubini koncentracije od odgovarajucée srednje vrednosti.
Kvantifikacija ove pojave iziskuje resenje:

z
Todis :/u*C* dz =7

Zd

Da bi se navedeni integral izracunao, potrebno je poznavati brzine i raspored
koncentracije po dubini toka.
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Za pretpostavljeni eksponencijalni raspored brzine 1.12:

u() =7 (H—m> €1/m gledi:

m
1

u=u+u"=u" —u—u—u< +m§1/m_ ) (1.21)
m

Ruski autor Sarenkov je predlozio da se raspored veli¢ine C* pod dubini odredi
reSavanjem jednacine za transport ove veli¢ine u pravcu z, pri ¢emu se data trans-
portna jednac¢ina dobija oduzimanjem od jednacine (1.2) iste jednac¢ine osrednjene
po dubini [35]. ReSenje transportne jednacine je [29]:

- (% )/%/ s ds. (122

Prelaskom na bezdimenzionu vertikalnu koordinatu:
aC aC )’
deis—<3x> W Plm) = h<8x><hu*> (u—) Pa(m) (1.23)

Dy
gde je:

l\?

¢ 1+ mé-(lfm)/m &

1
B [N =y RS
0 0

0

Integral P» se reSava numericki i neke vrednosti su date u Tabeli 1.2.

Tabela 1.2: Vrednosti funkcije Ps u zavisnosti od parametra m [29].

m 5 6 7
Pi(m) x 103 | 2,51 | 1,51 | 0,08

Konac¢no, dakle, moze se napisati:

ox
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Parametar D, zove se ,,koeficijent poduzne (longitudinalne) konvektivne disperzi-
je’, ili samo ,,koeficijent poduzne disperzije”. Struktura ovog koeficijenta se vidi
iz izraza (1.23):

D, = (hu,) (E>3P2(m). (1.26)

*

U literaturi se za proracun ovog koeficijenta ¢esto preporucuje izraz Eldera (Elder)
[7):

D, =59 h-u,. (1.27)

Medjutim, ovaj izraz se ne sme prihvatiti sa bezrezervnim poverenjem. Naime,
vrednost konstante 5,9 odgovara uslovima tecenja po hidraulicko glatkoj podlozi.
Izraz (1.26) uzima u obzir uticaj hidraulicki rapavog retnog dna, tako da daje vede
vrednosti, reda veli¢ine 10+15, $to je u skladu sa eksperimentalnim podacima [9].

1.2.3 Poprecna turbulentna difuzija
i konvektivna disperzija

Integral Iyg;fais sadrzi odstupanja srednjih brzina i koncentracija po dubine od
srednje profilske vrednosti. Raspored brzine po §irini korita ne moze se sprovesti
analitickom aproksimacijom, kao kod rasporeda brzine po dubini. Ukoliko ne
postoje merenja, mozZe se primeniti metoda koju je predlozio M. Radojkovié [28,
29], a koja ¢e biti opisana kasnije.

Raspored koncentracije po Sirini korita moze se odrediti iz jednacine za transport
velicine C* u pravcu ,,7, ¢ije je reSenje [29)]:

~\ Y y
ocC 1
+ | =2 I, +
cT = <3x>/(e~s+Dy)h/u hdydy. (1.28)
0

0

U navedenom izrazu je D, — ,koeficijent poprec¢ne (lateralne) disperzije koja nas-
taje pod uticajem sekundarnih strujanja u profilu, pre svega, u krivinama.

1.3 Uproscéeni izraz za koeficijent disperzije

Ako se pretpostavi da je gradijent srednje koncentracije po dubini priblizno jednak
gradijentu srednje koncentracije po poprecnom preseku:

@N@
or |~ \ oz |’
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z (1.6) konacno sledi:

B Yy Yy
1 1
D=—— éo-h+Dy-h+uth | ———— Thdydy|dy. 1.29
A/[e\/_/—i_w_/—‘ru /(es—‘,-D )h v Y y] Y ( )
0 ky ko 0 To
3

Istrazivanja pokazuju da je relativni odnos: k1 < k2 < k3 u pribliznoj srazmeri
1:100:1000. Prva nejednakost se, na osnovu (1.19) i (1.26), moze lako dokazati®.
Druga nejednakost je proizasla iz eksperimenata FiSera (Fischer): k3/ks = 10% +
10* [8].

Imajuéi navedene relativne odnose, moze se definitivno formulisati izraz za prorac¢un
koeficijenta poduzne disperzije u modelima linijskog tecenja:

1B Y 1 Y
— [ uth +hdy dy dy. 1.
A/U/€S+D)h/u ydydy (1.30)
0 0

Ovaj izraz vazi za ,,daleko polje”, gde je u potpunosti uspostavljeno mesanje u
popre¢nom preseku.

1.4 Proracun koeficijenta linijske disperzije

Jednacina (1.30) pokazuje da je za odredjivanje vrednosti koeficijenta linijske dis-
perzije u poprecnom preseku neophodno raspolagati slede¢im podacima:

e geometrijom poprecnog preseka: zq(y);
e rasporedom brzina osrednjenih po dubini, po Sirini korita: %(y);
o zbirom vrednosti koeficijenata (€; + D).

Geometrija poprecnog preseka se dobija terenskim merenjem pomocu ehosondera.
Savremenim ADCP uredjajima [16]-10.5.1-290 moze se, u kratkom roku, efikasno
i detaljno izmeriti strujno polje, pa prema tome i trazni raspored srednjih brzina
po dubini u(y). U nedostatku merenja, moze se primeniti ra¢unski postupak koji
¢e se kasnije razmotriti.

Zbir koeficijenata (€5 + D,) se takodje odredjuje na osnovu terenskih merenja.
Naime, vrednost koeficijenta é; se moze sracunati pomocu jednacine (1.19), ali
je procena vrednosti koeficijenta D, problemati¢na. Zato se navedeni koeficijenti
ne razdvajaju, ve¢ se vrednosti njihovog zbira procenjuje na osnovu merenja ili

®Na primer, zam =6, h =8 m i n = 0,026 m~1/3s, dobijase: P, =0,99, P, = 1,51 x 1073,
(ux/u) = \/gn/h}/3 = 0,057, pa je: €s/Dy = 0,0072 ~ 1/140.
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podataka iz literature. Na Slici 1.2 prikazan je dijagram koji objedinjuje rezultate
merenja u laboratoriji i na terenu [20, 21].

x 10’
20
15
&+D, ‘
Bu. 10 - | prirodni tokovi
* " - =
N
5 <N - H L
. . T — = —
laboratorija | = e
-
o 0 g 100 150

Slika 1.2: Empirijske zavisnosti za procenu vrednosti zbira koeficijenata turbulentne
difuzije i poprecne konvektivne disperzije [20, 21]; podaci se odnose na pravolinijske
deonice, dok kod tokova u krivinama treba racunati sa veéim vrednostima [9].

Ovaj dijagram se moze koristiti u preliminarnim analizama primenom jednacine
(1.30), pod uslovom da je re¢ o disperzionom procesu u ,,dalekom polju”.

U literaturi se mogu naci rezultati eksperimentalne provere uproséene jednacine
(1.30). Uporedjenjem rezultata merenja i prora¢una pomocu izraza (1.30) u veéini
sluéajeva dobijeno je zadovoljavajudée slaganje [9]).

Kalibracija koeficijenta linijske disperzije podrazumeva da se na osnovu izmerenih
koncentracija, inverznim reSavanjem jednacine (1.1), odredi vrednost koeficijenta
D. Na osnovu ove vrednosti, iz (1.30) se moze utvrditi vrednost (€;+D,). Uvodeéi
Sirinu korita B i srednju profilsku smicuéu brzinu V; kao veli¢ine koje reprezentuju
konkretnu deonicu vodotoka (odnosno njene poprecne profile), kao i hidraulicke
uslove na toj deonici, treba rac¢unati sa odnosom (€;+ D, )/(BV:) kao merodavnim
parametrom, pa ovaj parametar koristiti za ekstrapolaciju u uslovima kada nema
merenja (a ne koeficijent D) [9, 29)].

U nemoguénosti kalibracije, zbir koeficijenata (€; + D,/) moze se proceniti pomoéu
empirijskog izraza Fisera [9]:

er = (0,6 £50%) - h - s, (1.31)
gde je er — ,koeficijent transverzalnog mesanja” koji objedinjuje zbir navedenih
koeficijenata.

Prema pomenutom autoru, vrednost koeficjenta ep se povecava sa nepravilnoséu
trase i oblika recnog korita. Naime, najmanja vrednost faktora koji mnozi veli¢ine
h - uy (0,6) odgovara laboratorijskim kanalima i pravolinijskim deonicama sa ko-
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ritom simetri¢nog poprecnog preseka, a najveéa vrednost (0,9), meandrirajuéim
vodotocima, sa pre¢nicima krivina manjim od 67 km.

Ponovo se naglasava da sve sto je prethodno receno u vezi sa linijskom disperzijom
vazi iskljucivo ako je ispunjen osnovni uslov ,,dalekog polja” — potpuno mesanje
po poreénom preseku. Ako to nije slucaj, disperzioni proces se opisuje opstom
jednacinom (1.2). U praksi, strujanje u blizini izvora zaganjenja, takozvanom
,,bliskom polju” resava se najcevsée primenom ravanskih modela za plitke oblasti,
zasnovanim na jedna¢inama osrednjenim po dubini toka [15, 13] i dr.

1.4.1 Odredjivanje rasporeda brzine po Sirini korita

Kalibracija modela linijskog tecenja podrazumeva odredjivanje vrednosti Maning-
ovog koeficijenta otpora deonice na osnovu snimljene linije nivoa [16]-3.5-71, 6.7-
166. U slucaju prostog preseka, reprezentativna kinematicka veli¢ina je srednja
profilska brzina.

U slucaju slozenog preseka sa neravnomernim rasporedom rapavosti duz okvasenog
obima, presek se deli na veé¢i broj hidraulicki homogenih delova — ,,segmenata’, a
pod pretpostavkom da je nivo u profilu horizontalan i uzduzni nagib linije energije
isti za sve segmente, racunaju se srednje profilske brzine po segmentima [16]-6.4-
156.

Za proracun linija nivoa, podela poprecnih preseka na segmente daje rezultate
prihvatljive tac¢nosti. Medjutim, u problemima hidraulickog transporta, zahteva
se veca tacnost, sa velikim brojem vertikala u kojima treba sracunati brzinu, da bi
raspored brzina po Sirini korita bio dovoljno dobro definisan za potrebe proracuna
vrednosti koeficijenta disperzije. Veca tacnost takodje podrazumeva kvalitetne
topografske podloge, na osnovu kojih se zadaju koordinate poprecnih profila.

Pristup Radojkovié¢a [29] za definisanje rasporeda brzine po Sirini korita, koji se
opisuje u nastavku, polazi od pretpostavke ustaljenog, jednolikog tecenja. U tom
sluc¢aju, komponenta tezine u pravcu toka jednaka je sili trenja, odakle sledi poznati
izraz za tangencijalni napon na dnu [16]-2.3-33:

RepaRL (152
Ovako definisan napon na dnu je osrednjen po okvaSenom obimu, jer je dat u

funkciji hidraulickog radijusa (R), kao globalnog parametra poprecnog preseka.

Na osnovu izraza (1.32) sledi da je uzduzni nagib dna (jednak uzduznom nagibu
linije nivoa, odnosno linije energije):

To 7o+ O
Iy = = .
p-g-R p-g-A

(1.33)
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“
SR

Slika 1.3: Elementarna zapremina i sile koje deluju na fluid unutar te zapremine

Na Slici 1.3 prikazana je elementarna zapremina i sile koje deluju na fluid unutar
te zapremine.

- Komponenta elementarne sile tezine u pravecu toka (z) je: dG, = p-g-h-dy-1,0-I4;
- Elementarna sila trenja je: d7, =7, -dO - 1, 0;

- Elementarne smic¢ude sile na bo¢nim stranicama (h-1,0) javljaju se usled turbu-
lencije i sekundarnih strujanja. Razlika ovih sila odrazava neto efekat turbulencije
i sekundarnih strujanja u pravcu y, na odstojanju dy: dT'=d(7 - h - 1,0).

Uslov ravnoteze sila u pravcu x: dG,+dT-d7T,=0 daje:
p-g-h-dy-1,0-I;+d(75(y) - h-1,0) —7,-dO - 1,0 =0. (1.34)
Ako se uzduzni nagib I; u prvom ¢lanu ove jednacine zameni izrazom (1.33):

70

h-dy +d(7o(y) - h) — 15 - dO =0, (1.35)

a zatim obe strane podele sa h dy, dobija se jednostavniji izraz:

T, 1 dFy-h) T _
E_FE. dy _7_0, (1.36)

gde je r = (dy - h)/dO — lokalni hidraulicki radijus.

Moze se primetiti da izvedena jednacina (1.36) sadrzi tangencijalni napon na dnu

izrazen lokalno, u vertikali (7,) i osrednjavanjem po poprec¢nom preseku (75,), kao
i lokalni tangencijalni napon osrednjen po dubini (7).
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Prvi i poslednji ¢élan u jednacini (1.36) mogu se tranformisati pomoéu Maningove
jednacine za otpor trenja, vodeéi racuna da u prvom ¢lanu figurisu globalne (pro-
filske), a u drugom, lokalne veli¢ine [16]-3.1-57,58:

~ ~2

Ty 1 /1 = 7p.g.ﬁ .y?2

B 5(5.[,.07.1/)_7]%4/3 , (1.37)
2,72

To _ p-g-n"-u

~ = oA o (1.38)

gde su nin- globalni i lokalni Maningov koeficijent rapavosti, a V i u — globalna
i lokalna brzina, osrednjena po profilu i po dubini toka.

Veé je receno da drugi ¢lan u jednacini (1.36) odrazava uticaje turbulencije i sekun-
darnih strujanja. Pri pomeni tubulencije, odmah je jasno da se njen uticaj mora
,;modelirati”, kako bi korisenje fizickih veli¢ina osrednjih po vremenu i prostoru
bilo moguée. U konkretnom slu¢aju, moze se primeniti model Serenkova, koji,
lokalni tangencijalni napon osrednjen po dubini modelira na sledeé¢i nacin [35]:

) = (cy ~ j—j) , (1.39)

gde je C), — empirijski parametar neravnomernosti rasporeda brzine po dubini toka.

Zamenom (1.37), (1.38) i (1.39) u osnovnu jednacinu (1.36) dobija se:

~2

p-g-n -VZ 1 d 5 du p-g-n?-u?

LR S 2 PO (Vo B e | A L ) 1.4
T |\ 0 (1.40)

Ako se izvrsi deljenje obe strane ove jednaline sa p, u drugom clanu se javlja
lokalna smi¢uéa brzina: 7,/p = u? = /g -n-u/r*/5, tako da ovaj ¢lan postaje:

1.4 \/gnﬂc th_ﬂ _ Gy d (R du?
h dy \ ri/6 77 dy ) ri/6 dy /-

2h dy

Definitivno, jednacina (1.40) dobija ovaj oblik:

~2
g~ﬁ-V2+<Cl,~\/§-n~h> e [C’U-\/g-n d(h2>]d_172_

RA/3 2r1/6 dy? oh  dy \r/6 )| dy

My M, M,

=0, (1.41)
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odnosno,
d2~2 d~2 »

M1~—Z+M2-L+M3~u2+M4:0- (1.42)
dy dy

Moze se konstatovati da je rezultat izvodjenja obicna diferencijalna jednacina dru-
gog reda po u°.

Smenom: U = 2, ova jednaéina postaje:

d2U du
My —— + My —+ Ms-U+ My =0. (1.43)
dy? dy

Resenje ove jednacine, sa odgovarajuéim grani¢nim uslovima, daje raspored promenljive
U(y), a odavde i raspored brzine u(y), Sto je cilj proracuna.

Numeri¢ko resavanje. Diferencijalna jednacina (1.43) sa grani¢nim uslovima:
U(0) =U(B) =0, gde je B — sirina vodenog ogledala, resava se numericki, shodno
diskretizaciji na Slici 1.4.

<
—
&=
N
—_~
&

Y

Y=l
J= N2

Slika 1.4: Racunski c¢vorovi i segmenti u popreénom preseku; cvoru ,,j”7 (j =
1,2,...,m) odgovara segment ,,J” (J =1,2,...,m—1).

Numericko resavanje se obavlja se metodom konac¢nih razlika. Izvodi u jednacini
(1.43) aproksimiraju se centralnim razlikama:

AU U —Ups U Uy =20+ Ujs
dy 2Ay Tody? T Ay? ’

(1.44)
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pa se dobija algebarska jednacina u obliku:

Uj+1 -2 Uj + Ujfl Uj+1 — Ujfl

Mlj . Ay2 + sz . T + ng . Uj + M4j =0 (145)
(j=2,3,....m—1)
Mogu se uvesti ,,novi” koeficijenti:
My,  C,-\/g-n;-hj
Cy = x5 = v e (1.46)
Y Ay?-r;
oo = Moy 1 Coygemy o d (R
2 2Ay  2Ay 2h; dy \ r1/6
5 1 . Cv-VG-ny . (h2/rl/6)J - (h2/rl/6)J71 ~
2Ay 2h; Ay
T1/6 / /
~ O =L [(h2/rl 6) _ (h2/rl 6) ] (1.47)
2h3 J J—1
—g-n?
Oy = My =20 (1.48)
Ty
=2 e
. n .

C, = Mgziiwyﬂ (1.49)

gde indeks ,,j” oznacava vrednosti koje se racunaju u ¢vorovima, a indeks ,,J”,
u odgovarajuéim segmentima (uoéiti ovu razliku u oznakama); na primer, srednja
dubina u segmentima je: hy = (h; + hj1)/2; hj-1 = (hj + h;j—1)/2, a lokalni
hidraulicki radijus: r; = A;/Oy; rj-1=A;-1/0,-1.

Jednacina (1.45) postaje:

Clj (Uj+1 — 2Uj + Uj,l) + Czj (Uj+1 — Ujfl) + ng . Uj +Cy =0, (1.50)
ili:
Ujfl (Clj — CQJ') + Uj (ng — 2CU) + Uj+1 (Clj + CQJ') =—-C4 (151)

(G=23,....m—1

Moze se primetiti da koeficijent Cy ima konstantnu vrednost jer se racuna na os-
novu globalnih parametara profila (srednje profilske brzine V' i hidraulickog radi-
jusa R), odredjenih prora¢unom linije nivoa.
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Sistem jednacina (1.51) ima tridijagonalnu strukturu matrice koeficijenata. Ako
se, radi kradeg pisanja, uvedu oznake: a1 = (Ci; — Caj), as = (Cs; — 2C4;),
az = (C1; + Caj) 1 b = —C4 i ako se, primera radi, uzme m = 7, sistem (1.51) se
moze shematski prikazati u matri¢cnom obliku:

1 3 4 j=4 5 6 7
1] x x Ui b
21 x x X U,y b
3 X X X Us b
J:4 ajy as as U4 = b
5 X X X Us b
6 X X X Us b
7 X X U~ b

Za sisteme algebarskih jednacina sa tridijagonalnom strukturom postoji poseban
algoritam reSavanja. Na osnovu vektora reSenja U; dobija se vektor trazenih brzi-
na: uj = Ujl/2 (j =1,3,...,m). Time je odredjen raspored brzine po §irini korita
u(y). Kontrola je:

B m
Q= / () - h(y)dy ~ S @ hy - Ay. (1.52)
0

Jj=1

1.4.2 Racunski algoritam

Proracun linijskog koeficijenta disperzije podrazumeva da je prethodno obavljen
proracun linijskog ustaljenog tecenja za dati protok i da su u svim racunskim pro-
filima poznate vrednosti svih hidraulickih parametara: kote nivoa, Sirine vodenog
ogledala, povrsine, hidraulickog radijusa, srednje profilske brzine itd. Za ovaj
proracun se koristi kalibrisan Maningov koeficijent otpora, kao globalni parametar
deonice [16]-3.5, 71 1 6.7, 166-169.

Za proracun linijske disperzije potrebno je posebno definisati vrednosti Maningovog
koeficijenta rapavosti za svaki profil, kao i lokalne vrednosti ovog koeficijenta
za svaku tacku (vertikalu) profila. Vrednosti u profilima se usvajaju na osnovu
inzenjerske procene. Lokalne vrednosti se u prvoj iteraciji usvajaju da su sve jed-
nake profilskoj vrednosti. Tokom proracuna, lokalne vrednosti ¢e se podesavati,
dok se globalna vrednost za profil ne menja.

Prorac¢un disperzije obavlja se u dve etape. U prvoj se racuna raspored brzine po
poprecnom preseku u(y), a u drugoj, integrise linijski koeficijent disperzije u svim
profilima.
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Raspored brzine po §irini korita. Na osnovu ucitane geometrije i hidraulickih
parametara profila, najpre se odredjuje merodavna Sirina vodenog ogledala, kao
Sto je pokazano na Slici 1.5.

| B
ferent
o™ 4
| Bl 3 ®®_ BQ
o 1T v /2

N

Nl

1 N \J ©) D

Slika 1.5: Sirina vodenog ogledala B koja se koristi u proracunu rasporedu brzine po
siring korita. U slucaju kote nivoa Z1, nema ade, pa je merodavna Sirina B jednaka
siring vodenog ogledala iz proracuna linije nivoa. U slu¢aju kote Za, u koritu se
javlja ada, a merodavna Sirina B je veca od Sirine vodenog ogledala iz proracuna
linije nivoa By + Ba. Kodiranje koordinatnih tacaka prema tipu: ,,mokra” (1),
,,suva” (2) 1 ,,polusuva” (3). Generisane vertikale su na jednakom odstojanju.

Za proracun koeficijenta disperzije neophodno je uzeti u obzir ukupnu Sirinu korita
na koti nivoa vode (B), obuhvatajudi i sirinu ade, ako ova postoji. (Pod ,,adom”
se podrazumeva i deo korita koji ostaje na ,,suvom” pri niskim protocima.) Kada
se Sirina B odredi u svim profilima, prora¢un se obavlja po slede¢em redosledu:

(1) Polazeéi od referentne tacke (Slika 1.5), generiSe se novi niz ekvidistantnih
koordinatnih tacaka, koje odredjuju polozaj racunskih vertikala. (Izabrani broj
vertikala m obi¢no je znatno veéi od ukupnog broja tacaka kojima su profili bili
definisani u proracunu linije nivoa.) Skupu od j = 1,2,...,m tacaka odgovara
J=1,2,...,m— 1 segmenata jednake Sirine Ay = B/(m — 1), gde je B — ukupna
Sirina korita.

(2) U svakoj tacki (vertikali) ra¢una se dubina h; (j = 1,2,...,m). Ukoliko u pro-
filu postoji ada, jedan broj tacaka (vertikala) bi¢e na ,,suvom”, a odgovarajuce du-
bine imace negativne vrednosti u odnosu na nivo vode. Shodno tome, neophodno
je da se tacke (vertikale) kodiraju prema tipu (Slika 1.5):

Tip tacke kod Kriterijum
,,nokra” 1 h; >0

,,suva” 2 hj <0, hjfl <0
,,polusuva” 3 | hj <0, hj_1 >0
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(3) Za svaki segment rac¢unaju se: srednja dubina: hy = (hj + hj41)/2, povrsina:
Ay = hy - Ay, okvaseni obim O; = +/|hj+1 — hj|? + Ay?, hidraulicki radijus
) :AJ/OJ itd. (J: 1,2,...,m— 1)

(4) Racunaju se vrednosti koeficijenata C1j, Coj, C3; 1 Cy (J =1,...,m—1).

(5) Resava se sistem algebarskih jedna¢ina po promenljivoj U;, odakle slede vred-
nosti brzine: u; = +/U; (j =1,2,...,m).

(6) Racuna se protok pomocu izraza (1.52) i uporedjuje sa zadatim protokom.
Ako je razlika manja od usvojene male vrednosti (recimo 1%), prelazi se na sledeéi
profil; ako to nije slucaj, koriguju se lokalne vrednosti Maningovog koeficijenta i to
se ponavlja sve dok uslov po protoku ne bude zadovoljen. Korekcije se obavljaju
tako $to se vrednosti Maningovog koeficjenta mnoze faktorom 0,5+1,9 (pocetna
vrednost faktora je 1,0). Pri tome globalna vrednost Maningovog koeficijenta za
profil ostaje nepromenjena.

Koeficijent disperzije. Na osnovu (1.30) i (1.31), proizilazi da treba numericki
resiti slededi trostruki integral:

1 B Yy 1 Yy
D:——/u+~h/ /u+~hdydydy. (1.53)
A €T~h
0 0 0
————
Fi(y)
Fy(y)
Fj

U tom cilju, preduzima se sledeé¢i niz rac¢unskih koraka:

(1) Na osnovu prethodno odredjenog rasporeda brzine (y), racunaju se lokalne
smicuce brzine: u. ; = /g -n; ~ﬂj/h}/6 (j=1,2,....,m).

(2) U svakom profilu se ra¢una vrednost Fiserovog koeficijenta tranverzalnog mesa-
nja ep. U profilima na pravolinijskim deonicama (polupre¢nik krivine Ry = o0)
proizvod h - u, se mnozi faktorom 0,6. U krivinama, vrednost faktora se odredjuje
interpolacijom u intervalu (0,6+-0,9), shodno polupreéniku krivine koji se nalazi u
unapred zadatom intervalu (Rg max, Rk min). Ovo iziskuje da se u ulazne podatke
o profilima uvrste i vrednosti popuprecnika krivina.

(3) Obavlja se osrednjavanje brzine po segmentima: u; = (u; + U;11)/2 (§j =
1,2,....m, J = 1,2,...,m —1). Zatim se racunaju odstupanja tako dobijenih
brzina od srednje profilske brzine: u}r = uy — V, kao i odgovarajuce vrednosti

protoka: qj:u}“/h (J=1,2,...,m—1).
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(4) Racuna se prvi integral:

J J
FlzZuJJVAJ:Zq}F
1 1

(5) Racuna se drugi integral trapeznim pravilom:

J
1 1
Fy =~ = (F F Ay.
2 ;(GT'h>J2(17J+ 1,0+1) Ay

(6) Racuna se treéi integral trapeznim pravilom:

(Fa, 7+ Fa j41) Ay.

N —

m—1
Fy = Z
J=1

(7) Racuna se vrednost linijskog koeficijenta disperzije: D = —F3/A.
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