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0.1 Program Reke4T: Teorijske osnove

Sistem jednacina linijskog neustaljenog tecenja ¢ine jednacina odrzanja mase
(kontinuiteta) i jednac¢ina odrzanja koli¢ine kretanja (dinamicka jednacina),
koje se mogu napisati u sledeé¢em obliku:
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gde je nagib linije energije usled trenja definisan Maningovom formulom:
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u kojoj se stavljanjem znaka apsolutne vrednosti uzima u obzir smer tec¢enja.
Sistem jednacina (1)-(2) reSava se numericki po nepoznatim Z(x,t) i Q(x,t).

0.1.1 Racunska shema Preissmanna (,,4 tacke”)

Parcijalni izvodi se aproksimiraju kona¢nim razlikama prema shemi koja
obuhvata cetiri tacke, kao $to je prikazano na Slici 1:

af 1 (ff“+ff+ﬁ1_ff+ Zm)

(4)

ot At 2 2
8f fik—i_l_fik—i_l ik _fik
o VR aR L o +(1—9)7+1M , (5)

gde oznaka ,,f” predstavlja bilo koju zavisno promenljivu (Q ili Z).

Velicine koje nisu pod izvodima (na primer [I.), aproksimiraju se na ovaj
nacin:

k1 phtl
f(x,t)%@(fi ;fi—‘,—l > (-0 (fz"f +2 iﬁ-l) . (6)

Vrednosti tezinskog faktora se kreéu u granicama 0.5 < 6 < 1. Iskustveno
je ustanovljeno da vrednosti § = 0.6 - 0.7 obi¢no daju rezultate sa najnizim
stepenom numericke difuzije.
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Slika 1: Prajsmanova rac¢unska shema.
0.1.2 Linearizacija zavisno promenljivih

Linearizacija znac¢i da se zavisno promenljiva f na vremenskom nivou
(k 4+ 1)At moze definisati na sledeéi nacin:

=P af, (7)

gde Af predstavlja prirastaj te promenljive u vremenskom intervalu At.

Opsti izraz (7) zamenjuje sledece izraze:

7 = ZF 4 Az ZE = ZE 0+ A i (8)
Qi = QF+AQ; QI = QFy + AQit. 9)

Moze se lako pokazati da se linearizacijom — uvodjenjem izraza (7) u Preiss-
mannove diskretizacione jednacine (4)-(6), ove jednacine svode na veze izme-
dju prirastaja zavisno promenljivih na vremenskom nivou (k 4 6)At:

of 1[0 -Afi1+60-Af;

a2 ( 0- At ) (10)
of  (fEa+0-Afi) = (fF+0-Af) (11)
or Ax

Frog [0 AT+ (7F+0- AR (12)
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pri ¢emu je:

=+ 0-Af. (13)

0.1.3 Diskretizacija ¢clanova u jednacini odrzanja mase

Primenom izraza (10)-(12):

ot 2 0 - At (4
0
éTg ~ Aix [(Qit1+0-AQiy1) — (Qi + 0 - AQ;)] (15)

i zamenom u (1) dobija se:

Az B; Az B;
—0 AQi+ 0 AQii1+ —ot AZj+ =L AZ 4+ Qi — Qi = 0 (16)
~— ~— 2 At 2 At —_——
C D
odnosno,
A-AQi+B-AQi+1 +C-AZ;+D-AZi1 +G=0. (17)

Koeficijenti A, B, C, D i G zavise isklju¢ivo od vrednosti zavisno promenljivih
(Q, Z) na vremenskom nivou ,,k”.



0.1.4 Diskretizacija ¢clanova u jednacini odrzanja koli¢ine
kretanja

Veéina ¢lanova u ovoj jednacini su slozene funkcije f(Z,Q), tako da linea-
rizacija (7), odnosno (13), podrazumeva razvoj u Taylorov red, pretpostav-
ljajuéi da su te funkcije neprekidne i diferencijabilne (videti u knjizi tekst
na strani 138):

Ao grear—fiegloaze S agi+ (18)
=k onfr=rFy+ gf’ 0AZ+g£i-9AQi+... (19)

U nastavku se izvode izrazi za pojedine ¢lanove dinamicke jednacine (2).

10 /Q
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Razvojem u Taylorov red prema izrazu (19), sledi:
k+0 -1 _9 0A

gde je: 0A/0Z = B.

Primenjujuéi pravilo (10), dobija se':

16<Q> ~ D KQZ+9AQZ QZBMZ> Qi

g ot \ A g 9 At 2 Az Az A2 Al

+<Qi+1 0 AQiv1 Qz+1 Qit1

7;_|_1 HAZZ'_H) — Ai+1‘| .(21)
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1 0 (Q?
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Razvoj u Taylorov red daje:

(@A — (Q* A2 12QA 2. 0AQ 24" Q2 A OAZ +...,(22)

17bog kraéeg pisanja, izostavlja se oznaka vremenskog nivoa. ,,k”.
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gde je opet: 0A/0Z = B.

Primenjujuéi pravilo (11), dobija se:
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Primenjujuéi pravilo (11):

0z 1
.~ ag [(Zin +0AZi) = (Zi+ 0 AZ)] (24)
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Razvoj u Taylorov red daje:

0K
-3 Q2

(Q?K 2 = (Q*K )k + 20 K20 AQ — Z0AZ+... (25)

Primenjujuéi pravilo (12), dobija se:
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Sabiranjem navedenih ¢lanova i grupisanjem uz nepoznate prirastaje AQ i
AZ dobija se jednacina oblika:
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* 29 AZZ+1 29 A7 2 K? Ki2+1 &)
G/
odnosno,

A AQZ + B AQiJrl +C'- AZ; + D . AZH»l +G' =0. (28)

Koeficijenti A’, B',C’, D" i G’ zavise iskljucivo od poznatih vrednosti zavisno
promenljivih (@, Z) na vremenskom nivou ,,k”.

Izvod 0K /0Z se moze napisati u razvijenom obliku:

o T (Lame) = e 04 420
az‘az(nAR n R 6Z+A oz |
1( o OR?/3
= = B+ A ) 2
- (R +A—- (29)

U sluc¢aju prirodnog korita sa poprec¢nim presekom nepravilnog oblika, vred-
nost izraza (29) mora se odrediti numerickim diferenciranjem. U slucaju da
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popreéni presek korita ima prost geometrijski oblik, koristi se analiticko
diferenciranje, pa za trapezni presek vazi izraz:

OK  R?31 —

ako su kosine kanala pod nagibom 1:m.

0.1.5 Resavanje sistema algebarskih jednacina metodom
,,dvostrukog prolaza”

9

Za svaku kontrolnu zapreminu ograni¢enu profilima ,,i” i ,,% + 1”7 mogu se

napisati dve jednacine tipa (17) i (28):

A AQi + B - AQip1 +Ci - AZj+ D - AZi 1 +G; = 0 (31)

Na deonici sa NP profila, broj nepoznatih iznosi 2NP. Kako je broj kontrol-
nih zapremina NP-1, moze se napisati 2(NP-1)=2NP-2 jednacina. Dakle,
nedostaju 2 jednacine za zatvaranje sistema. Te dve jednacine se obezbe-
djuju iz grani¢nih uslova.

U knjizi se u tackama 5.4.2.5 1 12.2.1.3 govori o reSavanju sistema nelinear-
nih algebarskih jednac¢ina. Opisane su Metoda zamene i Metoda Newton-
Raphson, a spomenuta je i Metoda dvostrukog prolaza, koja ée se detaljnije
obrazloziti u nastavku?.

Osnovna pretpostavka Metode dvostrukog prolaza je da je za dovoljno malu
vrednost racunskog koraka At, veza izmedju nepoznatih AQ i AZ u posma-
tranom profilu ,,i” linearna:

AQ; = E; - AZ; + F;. (32)

Ova pretpostavka vazi samo ako prirastaji nepoznatih ispunjavaju uslov:
AQ; € Q; 1 AZ; <« Z;. Koeficijenti E; i F; imaju konstantnu vrednosti u
datom vremenskom trenutku.

2Opis ove metode moze se naéi i u knjizi M. Jovanoviéa Osnove numerickog modeliranja
ravanskih otvorenih tokova, Gradjevinski fakultet, Beograd, 1998., u tacki 5.5.1.7. pod
naslovom ,,Thomasov TDMA algoritam”.



Ako se veza (32) uvrsti u drugu (dinamicku) jednac¢inu sistema (31), moze
se iz nje eliminisati veli¢ina AQ);:

Resavanjem po AZ; dobija se:

AZ; =L AZit1 + M; - AQit1 + Ny, (34)
gde je

L = DifH (35)
M = Bl/Hum (26)
Ni = (AL E o+ G/ Hyom (37)
Hpom = —(A; B + Cz,) (38)

Ako se izrazi (32) i (34) uvrste u prvu jednacinu (kontinuiteta) sistema (31),
mogu se iz nje eliminisati nepoznate AQ; i AZ;:

Ai(Bi- AZi+ F;) + Bi-AQiy1 +Ci (Li- AZiy1 + M - AQiy1 + N;) +
+ Di-AZiy1 + G =0, (39)

a reSavajuéi po AQ;+1 sledi:

AQiy1 = Eip1 - AZip 1 + Fia, (40)
gde je:
Ei Ai-Ei- Li+C; - Li + D;)/ Jpom (41)

(
Fiqn = (Ai(Ei-Ni+ F) +Ci- N+ Gi)/Jpom (42)
Jpom = —(Ai-E;- M;+ B; + C; - M;). (43)
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Dakle, prirastaji se definisu slede¢im izvedenim izrazima:

AQ; = E,-AZ;+ F; (44)
AZ; = Li-AZiy1 + M; - AQit1 + N; (45)
AQit1 = FEig1-AZi1 + Fiqa. (46)

Da bi se proracun mogao realizovati, neophodno je definisati 2 granicna
uslova. U mirnom rezimu tecenja ovi uslovi se zadaju na uzvodnoj i nizvod-
noj granici racunske oblasti (deonice).

e Uzvodni grani¢ni uslov (i = 1):

Ako je zadat ulazni hidrogram Q(t), vrednost prirastaja AQ; = QYT — Q¥
je uvek poznata, jer je vrednost Q¥ poznata iz prethodnog racunskog koraka,
a vrednost Qlfﬂ, iz zadatog hidrograma.

Tada je na osnovu (44): F1 =0, a F} = ’f“ _ Q’f.

Na osnovu vrednosti E1, Fy, A}, B}, C], D] i G} racunaju se pomoéu (35),
(36) i (37) koeficijenti Ly, M; i Nj.

Zatim se na osnovu vrednosti L1, M1, N1, A1, B1,C1, D1 i G1, rac¢unaju vred-
nosti koeficijenata Ey i F5 u nizvodnom profilu ¢ = 2.

Postupak se sukscesivno ponavlja za profile ¢ = 3,4,...,NP. Ovaj redosled
proracuna predstavlja ,,prolaz unapred’ u kome se proracun koeficijenata
simboli¢ki moze prikazati: L, M, N — E, F.

e Nizvodni grani¢ni uslov (i = NP):

Ovaj uslov se uvodi nakon prolaza unapred, kada su sracunete vrednosti
svih koeficijenata F i F, ukljucujuéi Exp i Fyp. Nizvodni grani¢ni uslov
moze biti zadat u vidu hidrograma, nivograma, ili krive protoka.
(i) Hidrogram: Qnp(t)

k+1

Direktno se ra¢una prirastaj AQnp = Qs — Q% p, a na osnovu (44) sledi:
AZnp = (AQNp — Fnp)/Enp.
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(ii) Nivogram: Znp(t)

Direktno se racuna prirastaj AZyp = Z ]]‘{,Jjjl — Z% 5, a na osnovu (44) sledi:
AQnp = Enp - AZnp + Fnp.

(iii) Kriva protoka: Qnp = ¢(Znp)

Razvijanjem navedene funkcije u Taylorov red dobija se:

k1l _ Ak 9o \*
NP_QNP—|— EYA AZnp+ ... (47)

S druge strane, iz (44) je:
];:V—Spl :Qﬁvp—i-ENp-AZNP-i-FNP. (48)

Izjednacenjem (47) i (48) i resavanjem po AZyp dobija se:

_ Q% p —¢(Zfp) + Fnp

AZnp <&0>k e ; (49)
EYA NP

dok je na osnovu (44):

AQnp = Enp-AZNp + Fyp. (50)

Izlozeno pokazuje kako se uvode granic¢ni uslovi na nizvodnom kraju racunske
deonice i kako se racunaju nepoznate AZyp i AQnp. Na osnovu vrednosti
ovih prirastaja, kao i poznatih vrednosti koeficijenata L, M i N (koje su
prethodno srac¢unate u prolazu unapred), rac¢unaju se primenom (45) i (44)
vrednosti:

AZnp-1 = Lyp_1-AZNnp+ Myp—1-AQNp + Nnp_1 (51)
AQnp-1 = Enp_1-AZyp_1+ Fnp-1, (52)

a zatim iduéi ,,unazad’ racunaju se rekurzivno sve ostale vrednosti AZ i
AQ), do profila i = 2.

Na kraju se odredjuju vrednosti nepoznatih kota nivoa i protoka:

zH = k4 Az, (53)
QI = QF+AQ. (54)
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Blok shema algoritma Metode dvostrukog prolaza data je na Slici 2.

0.1.6 Odlike racunske sheme

Implicitnu Preissmannovu racunsku sheme odlikuje stabilnost i ekonomic¢nost,
pa je postala standardna shema proracuna linijskog neustaljenog tecenja u
velikim prirodnim vodotocima. Iako je bezuslovno stabilna (Sto znac¢i da
racunski korak At nije ograni¢en Courantovim uslovom), treba ipak voditi
racuna da zbog linearizacije i obuhvatanja vrha ulaznog hidrograma taj ko-
rak ne bude previse velik.
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U jednom racunskom koraku:

Na osnovu uzvodnog granicnog uslova
sracunati vrednosti koeficijenata E, i F),
Sracunati vrednosti koeficijenata:
A B C, D GA' B, C', D', G
A
Sracunati i memorisati vrednosti koeficijenata: .
=
']pom’ ]‘l’ M’ ]vl N
S
]—[pomy Ei+1 ) Fz+] g
:3
ne S
< N
Q.‘
Iz nizvodnog granicnog uslova sracunati:
AZyp AQup
Sracunati kotu nivoa i protok
u nizvodnom granicnom profilu:
k+1 k
Zyp = Zyp +AZyp
k+l _ k
Ovp = Oup TAOyp
» A4
v A
E
AZI :LIAAZH]+A/I[‘AQH1+]VI §
AQ, = E -AZ + I, S
N
k+1 k S
2" -zl Az 3
1 _ k
Q, - Q;’ + AQ, =
. ne J
da prelaz na sledeci vremenski nivo

Slika 2: Metoda dvostrukog prolaza.



