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POVRXINSKI INTEGRAL

POVRXINSKI INTEGRAL DRUGE VRSTE

Definicija 1 Posmatrajmo preslikava�a P,Q,R : Γ 7→ R2, gde je Γ
jedna prosta kriva odre�ena funkcijom z(x, y). Povrxinski integral

druge vrste je odre�en sa

¨
Γ

Pdydz +Qdxdz +Rdxdy =

¨
D

(P, Q, R) ◦
(
−z′x, −z′y, 1

)
dxdy,

gde je D projekcija povrxi Γ na xOy ravan.

Napomena 1 Povrxinski integral prve vrste
˜

Γ
zavisi od orijentacije

povrxi Γ, to jest
¨

Γ−
Pdydz +Qdxdz +Rdxdy = −

¨
Γ+

Pdydz +Qdxdz +Rdxdy,

gde je Γ+ spo	na, a Γ− unutrax�a strana povrxi Γ.

Ako je povrx Γ zatvorena, za povrxinski integral druge vrste koristimo
oznaku

‚
Γ
.

Napomena 2 Vektor normale povrxi Γ je okrenut ka pozitivnom delu z−ose.

Zadatak 1 Izraqunati I =
˜

Γ
xdydz + ydxdz + zdxdy, ako je Γ gor�i deo

ravni x+ y + z = 1 iseqen koordinatnim ravnima.

Rexe�e Projekcija povrxi Γ na xOy ravan se mo�e opisati sa

D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1 i 0 ≤ y ≤ 1− x},

dok je funkcija po kojoj se integrali z = 1 − x − y. Vektor normale na ovu
povrx glasi

(−z′x, −z′y, 1) = (1, 1, 1).

Va�i slede�a jednakost

I =

¨
D

(x, y, 1− x− y) ◦ (1, 1, 1)dxdy =

¨
D

dxdy =

ˆ 1

0

(ˆ 1−x

0

dy

)
dx =

1

2
.
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Zadatak 2 Izraqunati integral I =
˜

Γ
xyzdxdy, gde je Γ spo	na strana

sfere x2 + y2 + z2 = 4, za x ≥ 0 i y ≥ 0.

Rexe�e Povrx Γ se sastoji od dve povrxi

Γ1 : z = +
√

4− x2 − y2

i
Γ2 : z = −

√
4− x2 + y2,

a odgovraju�a projekcija je

D = {(ρ, φ) : 0 ≤ φ ≤ π/2, 0 ≤ ρ ≤ 2}.

x

z

y

D

Γ1

Γ2

Slika 1. Povrx Γ

Povrx Γ2 je okrenuta ka negativnom delu z−ose, drugim reqima suprotno od
vektora normale koji je uvek okrenut ka pozitivnom delu z−ose, pa je stoga
potrebno staviti minus ispred drugog integrala.

Vektor normale na povrx Γ1 glasi

(−z′x, −z′y, 1) =

(
x√

4− x2 − y2
,

y√
4− x2 − y2

, 1

)
,

dok je vektor normalne na povrx Γ2

(−z′x, −z′y, 1) =

(
− x√

4− x2 − y2
, − y√

4− x2 − y2
, 1

)
.

Va�i slede�a jednakost

I =

¨
Γ1

xyzdxdy +

¨
Γ2

xyzdxdy

=

¨
D

(
0, 0, xy

√
4− x2 − y2

)
◦

(
x√

4− x2 − y2
,

y√
4− x2 − y2

, 1

)
dxdy

−
¨
D

(
0, 0,−xy

√
4− x2 − y2

)
◦

(
− x√

4− x2 − y2
,− y√

4− x2 − y2
, 1

)
dxdy

= 2

¨
D

xy
√

4− x2 − y2dxdy = 2

ˆ π/2

0

(ˆ 2

0

cosφ sinφρ3
√

4− ρ2dρ

)
dφ

=
128

15

ˆ π/2

0

cosφ sinφdφ =
64

15
.
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Zadatak 3 Izraqunati
˜

Γ
(y − z)dydz + (z − x)dxdz + (x− y)dxdy, gde je Γ

spo	na strana tela ograniqenog sa z = x2 + y2 i z = 9.

Rexe�e Povrx Γ se sastoji od dve povrxi

Γ1 : z = x2 + y2

i
Γ2 : z = 9,

a odgovraju�a projekcija je

D = {(ρ, φ) : −π ≤ φ ≤ π, 0 ≤ ρ ≤ 3}.
x

z

y D

x2 + y2 = zz = 9

Γ2

Γ1

Slika 2 Telo T .
Povrx Γ1 je okrenuta ka negativnom delu z−ose, drugim reqima suprotno od
vektora normale koji je uvek okrenut ka pozitivnom delu z−ose, pa je stoga
potrebno staviti minus ispred drugog integrala.

I = I1 + I2 =

¨
Γ1

(y − z)dydz + (z − x)dxdz + (x− y)dxdy

+

¨
Γ2

(y − z)dydz + (z − x)dxdz + (x− y)dxdy.

Vektor normale na povrx Γ1 glasi (−z′x, −z′y, 1) = (−2x, −2y, 1) , pa va�i
slede�a jednakost

I1 = −
¨
D

(
y − x2 − y2, x2 + y2 − x, x− y

)
◦ (−2x,−2y, 1)dxdy

= −
¨
D

(x− y)(1 + 2(x2 + y2))dxdy

= −
ˆ π

−π

(ˆ 3

0

(cosφ− sinφ)(1 + 2ρ2)ρ2dρ

)
dφ

=
288

5

ˆ π

−π
(cosx− sinx)dφ = 0.

Vektor normale na povrx Γ2 glasi (−z′x, −z′y, 1) = (0, 0, 1) , pa va�i slede�a
jednakost

I2 =

¨
D

(y − 9, 9− x, x− y) ◦ (0, 0, 1)dxdy =

¨
D

(x− y)dxdy

=

ˆ π

−π

(ˆ 3

0

(cosx− sinx)ρ2dρ

)
dφ = 9

ˆ π

−π
(cosx− sinx)dx = 0.

Na kraju, dobijamo da je tra�eni povrxinski integral druge vrste jednak

I = I1 + I2 = 0.
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Zadatak 4 Izraqunati
˜

Γ
xzdydz + yzdzdx + y2z2dxdy, gde je Γ spo	na

strana povrxi |z| = x2 + y2 koju iseca cilindar x2 + y2 = 1.

Rexe�e Povrx Γ se sastoji od dve povrxi

Γ1 : z = + x2 + y2

i
Γ2 : z = −x2 − y2,

a odgovraju�a projekcija je

D = {(ρ, φ) : −π ≤ φ ≤ π, 0 ≤ ρ ≤ 1}.

x

z

y D

x2 + y2 = |z|

x2 + y2 = 1

Slika 3 Telo T .
Povrx Γ2 je okrenuta ka negativnom delu z−ose, drugim reqima suprotno od
vektora normale koji je uvek okrenut ka pozitivnom delu z−ose, pa je stoga
potrebno staviti minus ispred drugog integrala.

I = I1 + I2 =

¨
Γ1

xzdydz + yzdzdx+ y2z2dxdy +

¨
Γ2

xzdydz + yzdzdx+ y2z2dxdy.

Vektor normale na povrx Γ1 glasi (−z′x, −z′y, 1) = (−2x, −2y, 1) , pa va�i
slede�a jednakost

I1 =

¨
D

(x(x2 + y2), y(x2 + y2), y2(x2 + y2)2) ◦ (−2x,−2y, 1)dxdy

=

¨
D

(y2 − 2)(x2 + y2)2dxdy =

ˆ π

−π

(ˆ 1

0

(ρ2 cos2 φ− 2)ρ5dρ

)
dφ

=

ˆ π

−π

(
1

8
cos2 φ− 1

3

)
= −13

24
π.

Vektor normale na povrx Γ2 glasi (−z′x, −z′y, 1) = (2x, 2y, 1) , pa va�i
slede�a jednakost

I2 = −
¨
D

(−x(x2 + y2),−y(x2 + y2), y2(x2 + y2)2) ◦ (2x, 2y, 1)dxdy

= −
¨
D

(y2 − 2)(x2 + y2)2dxdy = −
ˆ π

−π

(ˆ 1

0

(ρ2 cos2 φ− 2)ρ5dρ

)
dφ

= −
ˆ π

−π

(
1

8
cos2 φ− 1

3

)
=

13

24
π.

Na kraju, dobijamo da je tra�eni povrxinski integral druge vrste jednak

I = I1 + I2 = 0.
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FORMULE STOKSA I GAUS−OSTROGRADSKOG

Definicija 2 Za povrx Γ ka�emo da je elementarna ako i samo ako
ima jednoznaqno predstav	a�e

z = f(x, y), y = g(x, z) i x = h(y, z),

gde su f, g i h neprekidne funkcije.

Teorema 1 (Formula Stoksa) Pretpostavimo da se povrx Γ mo�e

podeliti na konaqno mnogo elementarnih povrxi i da je kriva C rub

povrxi Γ. Ukoliko su funkcije P , Q i R i �ihovi parcijalni izvodi

neprekidne funkcije na oblasti koja sadr�i Γ i C, tada va�i

ˆ
C
Pdx+Qdy +Rdz =

¨
Γ

∣∣∣∣∣∣
dydz dxdz dxdy
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ .

Definicija 3 Za telo T ka�emo da je elementarno ako i samo ako se
mo�e prikazati u obliku

T = {(x, y, z) : f1(x, y) ≤ z ≤ f2(x, y) za (x, y) ∈ D1},
T = {(x, y, z) : g1(x, z) ≤ y ≤ g2(x, z) za (x, z) ∈ D2},
T = {(x, y, z) : h1(y, z) ≤ x ≤ h2(y, z) za (y, z) ∈ D3},

gde su f1, f2, g1, g2, h1 i h2 neprekidne funkcije.

Teorema 2 (Formula Gaus{Ostrogradskog) Pretpostavimo da se T
mo�e podeliti na konaqno mnogo elementarnih tela i da je povrx Γ
granica tela T . Ukoliko su funkcije P , Q i R i �ihovi parcijalni

izvodi neprekidne funkcije na oblasti koja sadr�i T i Γ, tada va�i

¨
Γ

Pdydz +Qdxdz +Rdxdy =

˚
T

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz.
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Zadatak 5 Izraqunati
¸
C(x

2 − y2 − z2)dx+ 2xydy + 2xzdz, gde je C preseqna
kriva povrxi z = x2 + y2 i x+ y + z = 1.

Rexe�e Kriva C je rub povrxi Γ, dela povrxi z = 1−x−y qija je projekcija
unutrax�ost kruga x2 +y2 +x+y ≤ 1. Primenom Stoksove formule dobijamo

I =

˛
C
(x2 − y2 − z2)dx+ 2xydy + 2xzdz =

¨
Γ

∣∣∣∣∣∣
dydz dxdz dxdy
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x2 − y2 − z2 2xy 2xz

∣∣∣∣∣∣ ,
odakle proizilazi da je

I =

¨
Γ

0dydz − 4zdxdz + 4ydxdy.

Vektor normale povrxi Γ glasi

(−z′x, −z′y, 1) = (1, 1, 1) ,

pa je povrxinski integral druge vrste
jednak Slika 4 Povrx Γ

I =

¨
D

(0,−4(1− x− y), 4y) ◦ (1, 1, 1)dxdy =

¨
D

(−4 + 4x+ 8y)dxdy.

Oblast D je skup taqaka D =
{

(x, y) ∈ R2 :
(
x+ 1

2

)2
+
(
y + 1

2

)2 ≤ 3
2

}
, to jest

x = ρ cosφ− 1

2
i y = ρ sinφ− 1

2
,

za ρ ∈ [0,
√

3/2] i φ ∈ [−π, π]. Va�i slede�a jednakost

I =

ˆ π

−π

(ˆ √3/2

0

(−10 + 4ρ cosφ+ 8ρ sinφ)ρdρ

)
dφ

=

ˆ π

−π

(
−5ρ2 +

4

3
ρ3 cosφ+

8

3
ρ3 sinφ

) ∣∣∣∣
√

3/2

0

dφ

=

ˆ π

−π

(
2

√
3

2
(cosφ+ 2 sinφ)− 15

2

)
dφ = −15π.
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Zadatak 6 Izraqunati
¸
C ydx + x2dy + zdz, gde je C preseqna kriva povrxi

2x+ 4y = x2 + 4y2 i x2 + 4y2 = z.

Rexe�e Kriva C je rub povrxi Γ, dela povrxi z = x2+4y2 qija je projekcija
unutrax�ost elipse 2x+ 4y = x2 + 4y2.
Primenom Stoksove formule dobijamo

I =

˛
C
ydx+ x2dy + zdz =

¨
Γ

∣∣∣∣∣∣
dydz dxdz dxdy
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y x2 z

∣∣∣∣∣∣ ,
odakle proizilazi da je

I =

¨
Γ

0dydz + 0dxdz + (2x− 1)dxdy.

Vektor normale povrxi Γ glasi

(−z′x, −z′y, 1) = (−2x, −8y, 1) ,

pa je povrxinski integral druge vrste
jednak Slika 5 Povrx Γ

I =

¨
D

(0, 0, 2x− 1) ◦ (−2x,−8y, 1)dxdy =

¨
D

(2x− 1)dxdy.

Oblast D je skup taqaka D = {(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + 4(y − 1
2
)2 ≤ 2}, to jest

x = ρ cosφ+ 1 i y =
1

2
ρ sinφ+

1

2
,

za ρ ∈ [0,
√

2] i φ ∈ [−π, π]. Odgovaraju�i Jakobijan iznosi

J =

∣∣∣∣ x′ρ x′φ
y′ρ y′φ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ cosφ −ρ sinφ
1
2

sinφ 1
2
ρ cosφ

∣∣∣∣ =
ρ

2
.

Va�i slede�a jednakost

I =

ˆ π

−π

(ˆ √2

0

(2ρ cosφ+ 1)
ρ

2
dρ

)
dφ =

ˆ π

−π

(
ρ3

3
cosφ+

ρ2

4

) ∣∣∣∣
√

2

0

dφ

=

ˆ π

−π

(
2
√

2

3
cosφ+

1

2

)
dφ = π.
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Zadatak 7 Izraqunati
¸
C(y

2+z2)dx+(x2+z2)dy+(y2−x2)dz, gde je C preseqna
kriva povrxi x2 + y2 + z2 = 4 i x2 + y2 = 2x, orjentisana pozitivno ako se
posmatra sa pozitivnog dela z−ose.

Rexe�e Kriva C je rub povrxi Γ, gor�eg dela sfere x2 + y2 + z2 = 4 qija je
projekcija unutrax�ost kruga (x− 1)2 + y2 ≤ 1.

Primenom Stoksove formule dobijamo

I =

˛
C
(y2 + z2)dx+ (x2 + z2)dy + (y2 − x2)dz

=

¨
Γ

∣∣∣∣∣∣
dydz dxdz dxdy
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y2 + z2 x2 + z2 y2 − x2

∣∣∣∣∣∣ ,
odakle proizilazi da je

y

z

x

C

x2 + y2 = 2x

x2 + y2 + x2 = 4

Slika 6 Kriva C

I =

¨
Γ

2(y − z)dydz + 2(z + x)dxdz + 2(x− y)dxdy.

Vektor normale povrxi Γ glasi

(−z′x, −z′y, 1) =

(
x√

4− x2 − y2
,

y√
4− x2 − y2

, 1

)
,

pa je odgovaraju�i povrxinski integral druge vrste jednak

I =

¨
D

(
2y − 2

√
4− x2 − y2, 2

√
4− x2 − y2 + 2x, 2x− 2y

)
◦

(
x√

4− x2 − y2
,

y√
4− x2 − y2

, 1

)
dxdy =

¨
D

(
4xy√

4− x2 − y2

)
dxdy.

Oblast D je skup taqaka D = {(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + y2 ≤ 1}, to jest

x = ρ cosφ i y = ρ sinφ,

za ρ ∈ [0, 2 cosφ] i φ ∈ [−π/2, π/2]. Va�i slede�a jednakost

I =

ˆ π/2

−π/2

(ˆ 4 cosφ

0

(
4ρ2 cosφ sinφ√

4− ρ2

)
ρdρ

)
dφ

= −4

3

ˆ π/2

−π/2
cosφ sinφ

(√
4− ρ2(ρ2 + 8)

) ∣∣∣∣2 cosφ

0

= −4

3

ˆ π/2

−π/2
cosφ sinφ

(
| sinφ|(4 cos2 φ+ 8)− 16

)
= 0.
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Zadatak 8 Izraqunati
¸
C −yzdx+ xzdy + (x+ y)dz, gde je C preseqna kriva

povrxi z = 4− x2− y2 i x2 + y2 = 2x, orjentisana pozitivno ako se posmatra
sa pozitivnog dela z−ose.
Rexe�e Kriva C je rub povrxi Γ, gor�eg dela paraboloida z = 4− x2 − y2

qija je projekcija unutrax�ost kruga (x − 1)2 + y2 ≤ 1. Primenom Stoksove
formule dobijamo

I =

˛
C
−yzdx+ xzdy + (x+ y)dz =

¨
Γ

∣∣∣∣∣∣
dydz dxdz dxdy
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

−yz xz x+ y

∣∣∣∣∣∣ ,
odakle sledi da je

I =

¨
Γ

(1− x)dydz + (−1− y)dxdz + 2zdxdy.

Vektor normale povrxi Γ glasi (−z′x, −z′y, 1) = (2x, 2y, 1) , pa je

I =

¨
D

(1− x,−1− y, 2(4− x2 − y2)) ◦ (2x, 2y, 1)dxdy

=

¨
D

(8 + 2x− 2y − 4x2 − 4y2)dxdy.

Oblast D je skup taqaka D = {(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + y2 ≤ 1}, to jest
x = 1 + ρ cosφ i y = ρ sinφ,

za ρ ∈ [0, 1] i φ ∈ [−π, π]. Va�i slede�a jednakost

I =

ˆ π

−π

(ˆ 1

0

(
6− 6ρ cosφ− 2ρ sinφ− 4ρ2

)
ρdρ

)
dφ = 4π.

Zadatak 9 Izraqunati
¸
C(x+yz)dx+(y+xz)dy+(z+xy)dz, gde je C preseqna

kriva povrxi z = y2 − 2 i z = 2− x2.

Rexe�e Kriva C je rub povrxi Γ, dela povrxi z = 2− x2 qija je projekcija
unutrax�ost kruga x2 + y2 ≤ 4. Primenom Stoksove formule dobijamo

I =

˛
C
(x+ yz)dx+ (y + xz)dy + (z + xy)dz

=

¨
Γ

∣∣∣∣∣∣
dydz dxdz dxdy
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x+ yz y + xz z + xy

∣∣∣∣∣∣
odakle sledi da je

I =

¨
Γ

0dydz + 0dxdz + 0dxdy = 0. Slika 7 Povrx Γ
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Zadatak 10 Izraqunati
‚

Γ
x2dydz+y2dxdz+z2dxdy, gde je Γ spo	na strana

kocke 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 i 0 ≤ z ≤ 1.

Rexe�e Poxto je povrx Γ je spo	na strana kocke T , primenom formule
Gaus−Ostrogradskog dobijamo

I =

‹
Γ

x2dydz + y2dxdz + z2dxdy =

˚
T

(
(x2)′x + (y2)′y + (z2)′z

)
dxdydz.

Va�i slede�a jednakost

I = 2

˚
T

(x+ y + z)dxdydz = 2

ˆ 1

0

(ˆ 1

0

(ˆ 1

0

(x+ y + z)dz

)
dy

)
dx

= 2

ˆ 1

0

(ˆ 1

0

(
x+ y +

1

2

)
dy

)
dx = 2

ˆ 1

0

(x+ 1) dx = 3.

Zadatak 11 Izraqunati
‚

Γ
x3dydz+y3dxdz+z3dxdy, gde je Γ spo	na strana

sfere x2 + y2 + z2 = 1.

Rexe�e Poxto je povrx Γ je spo	na strana sfere T , primenom formule
Gaus−Ostrogradskog dobijamo

I =

‹
Γ

x3dydz + y3dxdz + z3dxdy =

˚
T

(
(x3)′x + (y3)′y + (z3)′z

)
dxdydz,

odakle proizilazi da je

I = 3

˚
T

(x2 + y2 + z2)dxdydz.

Telo T je skup taqaka

x = ρ cosφ cosψ, y = ρ cosφ sinψ i z = ρ sinφ,

za 0 ≤ ρ < 1, −π/2 < φ < π/2 i −π ≤ ψ ≤ π. Va�i slede�a jednakost

I = 3

ˆ π

−π

(ˆ π/2

−π/2

(ˆ 1

0

ρ4 cosφdρ

)
dφ

)
dψ = 3

ˆ π

−π

(ˆ π/2

−π/2

1

5
cosφdφ

)
dψ

=
3

5

ˆ π

−π
2dψ =

12

5
π.



KRIVOLINIJSKI I POVRXINSKI INTEGRAL Deseta nede	a

Zadatak 12 Izraqunati
‚

Γ
xzdydz + x2ydxdz + y2zdxdy, gde je Γ spo	na

strana povrxi koju obrazuju z = x2 + y2, x2 + y2 = 1, x = 0, y = 0 i z = 1.

Rexe�e Povrx Γ je spo	na strana tela T opisanog sa

T = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D i x2 + y2 ≤ z ≤ 1},

gde je D unutrax�ost kruga x2 + y2 ≤ 1 za koji jox va�i x > 0 i y > 0, to
jest

D = {(ρ, φ) : 0 ≤ ρ ≤ 1 i 0 ≤ φ ≤ π/2}.

x

z

y

D

Slika 8. Povrx Γ i telo T

Primenom formule Gaus−Ostrogradskog dobijamo slede�u jednakost

I =

‹
Γ

xzdydz + x2ydxdz + y2zdxdy =

˚
T

(
(xz)′x + (x2y)′y + (y2z)′z

)
dxdydz.

Tra�eni integral je jednak

I =

˚
T

(z + x2 + y2)dxdydz =

¨
D

(ˆ 1

x2+y2
(z + x2 + y2)dz

)
dxdy

=

¨
D

(
z2

2
+ (x2 + y2)z

) ∣∣∣∣1
x2+y2

dxdy =

¨
D

(
1

2
+ (x2 + y2)− 3

2
(x2 + y2)2

)
dxdy

=

ˆ π/2

0

(ˆ 1

0

(
1

2
+ ρ2 − 3

2
ρ4

)
ρdρ

)
dφ =

1

4

ˆ π/2

0

dφ =
π

8
.
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Zadatak 13 Izraqunati
‚

Γ
xzdydz + x2ydxdz + y2zdxdy, gde je Γ spo	na

strana povrxi koju obrazuju z = x2 + y2, x2 + y2 = 1, x = 0, y = 0 i z = 0.

Rexe�e Povrx Γ je spo	na strana tela T opisanog sa

T = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D i 0 ≤ z ≤ x2 + y2},

gde je D unutrax�ost kruga x2 + y2 ≤ 1 za koji jox va�i x > 0 i y > 0, to
jest

D = {(ρ, φ) : 0 ≤ ρ ≤ 1 i 0 ≤ φ ≤ π/2}.

x

z

y

D

Slika 9. Povrx Γ i telo T

Primenom formule Gaus−Ostrogradskog dobijamo slede�u jednakost

I =

‹
Γ

xzdydz + x2ydxdz + y2zdxdy =

˚
T

(
(xz)′x + (x2y)′y + (y2z)′z

)
dxdydz.

Tra�eni integral je jednak

I =

˚
T

(z + x2 + y2)dxdydz =

¨
D

(ˆ x2+y2

0

(z + x2 + y2)dz

)
dxdy

=

¨
D

(
z2

2
+ (x2 + y2)z

) ∣∣∣∣x2+y2

0

dxdy =
3

2

¨
D

(x2 + y2)2dxdy

=
3

2

ˆ π/2

0

(ˆ 1

0

ρ5dρ

)
dφ =

1

4

ˆ π/2

0

dφ =
π

8
.
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Zadatak 14 Izraqunati
‚

Γ
xdydz + ydxdz + 2zdxdy, gde je Γ spo	na strana

povrxi odre�ene sa 2z = x2 + y2 i 2z = 2− x2.

Rexe�e Povrx Γ je spo	na strana tela T opisanog sa

T =

{
(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D i

x2 + y2

2
≤ z ≤ 2− x2

2

}
,

gde je D unutrax�ost elipse odre�ene
sa 2x2 + y2 ≤ 2, to jest

x = ρ cosφ/
√

2,
y = ρ sinφ,

za 0 ≤ ρ ≤
√

2 i −π ≤ φ ≤ π.

Slika 10 Povrx Γ

Primenom formule Gaus−Ostrogradskog dobijamo

I =

‹
Γ

xdydz + ydxdz + 2zdxdy =

˚
T

(
(x)′x + (y)′y + (2z)′z

)
dxdydz,

odakle proizilazi da je

I = 4

˚
T

dxdydz = 4

¨
D

(ˆ (2−x2)/2

(x2+y2)/2

dz

)
dxdy = 4

¨
D

(
1− x2 − y2

2

)
dxdy.

Za polarne koordinate x = ρ cosφ/
√

2 i y = ρ sinφ, odgovaraju�i Jakobijan je
jednak

J =

∣∣∣∣ x′ρ x′φ
y′ρ y′φ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1√
2

cosφ − 1√
2
ρ sinφ

sinφ ρ cosφ

∣∣∣∣ =
ρ√
2
.

Va�i slede�a jednakost

I = 4

ˆ π

−π

(ˆ √2

0

(1− 1

2
ρ2 cos2 φ− 1

2
ρ2 sin2 φ)

ρ√
2

dρ

)
dφ

=
4√
2

ˆ π

−π

(ˆ √2

0

(
ρ− 1

2
ρ3

)
dρ

)
dφ =

2√
2

ˆ π

−π
dφ =

4√
2
π.
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Zadatak 15 Izraqunati
‚

Γ
xydydz+ezdxdz+sinxdxdy, gde je Γ omotaq kupe√

x2 + y2 ≤ z ≤ 2.

Rexe�e Povrx Γ je spo	na strana tela T opisanog sa

T =
{

(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D i
√
x2 + y2 ≤ z ≤ 2

}
,

gde je D unutrax�ost kruga x2 +y2 ≤ 4, to
jest

x = ρ cosφ,
y = ρ sinφ,

za 0 ≤ ρ ≤ 2 i −π ≤ φ ≤ π.

Primenom formule Gaus−Ostrogradskog
dobijamo

x

z

y D

√
x2 + y2 = zz = 2

Slika 11 Telo T .

I =

‹
Γ

xydydz + ezdxdz + exdxdy =

˚
T

(
(xy)′x + (ez)′y + (sinx)′z

)
dxdydz,

odakle proizilazi da je

I =

˚
T

ydxdydz =

¨
D

(ˆ 2

√
x2+y2

ydz

)
dxdy =

¨
D

y(2−
√
x2 + y2)dxdy

=

ˆ π

−π

(ˆ 2

0

ρ sinφ(2− ρ)ρdρ

)
dφ =

4

3

ˆ π

−π
sinφdφ = 0.

Zadatak 16 Izraqunati
‚

Γ
(x+ y)dydz + (y + z)dxdz + (z + x)dxdy, gde je Γ

spo	na strana povrxi z = 5− x2 − y2 za 0 ≤ z ≤ 2.

Rexe�e Povrx Γ je spo	na strana tela T = T1 t T2.

x

z

y D1

D2

z = 5− x2 − y2z = 2

Slika 12 Telo T .
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Telo T1 je opisano sa

T1 =
{

(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D1 i 0 ≤ z ≤ 2
}
,

gde je D1 unutrax�ost kruga x
2 + y2 ≤ 3, to jest

x = ρ cosφ i y = ρ sinφ

za 0 ≤ ρ ≤
√

3 i −π ≤ φ ≤ π. Telo T2 je opisano sa

T2 =
{

(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D2 i 0 ≤ z ≤ 5− x2 − y2
}
,

gde je D2 unutrax�ost kruga x
2 + y2 ≤ 5 bez oblasti D1, to jest

x = ρ cosφ i y = ρ sinφ

za
√

3 ≤ ρ ≤
√

5 i −π ≤ φ ≤ π.

Primenom formule Gaus−Ostrogradskog dobijamo slede�u jednakost

I =

˚
T

(
(x+ y)′x + (y + z)′y + (z + x)′z

)
dxdydz

= 3

˚
T

dxdydz = 3

˚
T1

dxdydz + 3

˚
T2

dxdydz = 3I1 + 3I2.

Primetimo da je

I1 =

¨
D1

(ˆ 2

0

dz

)
dxdy = 2

¨
D1

dxdy = 6π.

Va�i i slede�a jednakost

I2 =

¨
D2

(ˆ 5−x2−y2

0
dz

)
dxdy =

¨
D2

(5− x2 − y2)dxdy

=

ˆ π

−π

(ˆ √5

√
3
(5− ρ2)ρdρ

)
dφ =

ˆ π

−π

(
5

2
− 3
√
3− 2

√
2

3

)
dφ = 5π − 2

3
√
3− 2

√
2

3
π,

odakle proizilazi da je tra�eni povrxinski integral druge vrste jednak

I = 3I1 + 3I2 = 33π − 2(3
√

3− 2
√

2)π.


