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JANOEPEHIINJAJIHE J-HE IIPBOI' PE/IA

O6uuna mudepenmujaina jeuaanna je jeauaanna obuxa F(z,y,y, ... y™) =
0,y = y(z), rae cy o/, ...,y™ wusBomm dbyukuuje y = y(z). Pex audepenu-
jaaHe jeaHaduwHe je pej HajBeher m3Bojla KOjU ce TOjaBsbyje y jeanadmnu. Per-
etbe JupepeHIujaIHe jeHaunHe n-Tor pejaa je dyHkmuja y = ¢(r) Koja uMa
M3BOJe 70 pena n HA WHTepBaTy (a,b) W 3a70BOJbABA MOJA3HY jeIHAYUHY Tj.
F(z,o(z),...,0"(x)) = 0. Y ommrem cayuajy, qudepeninujaina jeanadanna n-
TOT pea uMa 0eCKOHAYHO MHOTO pertema. Crenujanano, Kommjeso pereme audep-
eHIMjATHEe jeJIHAYMHE je OHO perlierhe Koje 3a0BoJhaBa MOYeTHH yCI0B y(xg) = Yo,
3a Heky Tauky M (zo,yo) u3 unTepBaia (a,b). T'eoMeTpujcku rieano, TO je OHO
peleme Koje MpoJia3n Kpo3 Tauky M.

Teopema 1 (Kowujesa meopema 0 e23ucmenyuju u JeQUHCIMEEROCIU DEULLTH
Kowugjesoz npobaema 3a jednauune npeoz peda) Hexa je y' = f(x,y) dudepen-
yujaana jednavuna u wexa je f(z,y) dedpunucana na domeny D. Axo nocmoju
oxoauna u mauke M(xg,yo) € D maksa da je

1. f(z,y) nenpexudna na D
of

2. [ uma oeparunen napuyujasy u3zeod ——

y

onda nocmoju unmepsan (ro — h,xo + h) y Kom nocmoju jeduncmeeno pewerve
y = p(x) dame jednanwune maxeo da je (o) = Yo.

N3 nperxomHo pedenor, nudepeHiinjaaHe jeiHadYnHe TPBOT pejia Cy jeJHaunHe
obsmka F(x,y,y') = 0 u na oBoMm Kypcy fieMo 00pauTu HEKOJUKO TUIOBA. Per-
ema T epeHIujaTHIX jeJHATNHA ca KojuMa heMo ce cycpeTaTn ¢y yIJIaBHOM aJl-
ropuTaMcka, a Ha Bama je ma ymeTe ma mperos3naTre KOT ¢y THUIA U JIa 3HaTe Koje
je omITe pelreme 3a CBAKU ClenuduIaH THII.

1 JemnaumHe ca pa3JBOjeHUM IIPOMEHJbUBUM

O6aux: f(y)dy = g(x)dx

Omiure pemerbe:/ fy)dy = /g(x)dx +C

Bagatak 1 Pewumu jednavuny x2evy’ + er =0,
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Pememe [Ipobajmo ga TpancdopmuliiieMo AaTy jeJiHaYMHy TaKo J1a J001jeMo je/l-
HAYUHY Ca Pa3/BOjEHUM MPOMEH/bUBHM. Y3 TO ymecTo ¥y mucahemo g—fc. Jaxne
JaTa jeTHAYMHA je eKBUBaJIEHTHA Ca

2 ydy o 1
ey = = —er
dx
OJHOCHO

1

ez

Yy —

eYdy p~

Hakon nnTerpamnuje obe crpame, 1o y OJHOCHO T, J0OHjaMO
1
eV =ex +(C

Bagatak 2 Hahu onwme pewerve jednavune y' = xy? + x u Kowujeso pewerve
npu yeaosy y(0) =1

Pememe JeqHaunmHy MOXKEMO 3alACATH KaO

dy _

Y1) = — ada

y?+1
[Tocie uaTerpanuje 106HjaMo OIIITE Pelllemhe 0OJIIKA,

22
arctgy = 5 +C

Jla 6ucmo onpenuin Kommujeso pemerbe, Tpebda jna nHahemo Bpeanoct Koncrante C
Tako Jia je 3aj0Bo/ben yeiaoB y(0) = 1. U3 ror paszjora, y ouirre perieme hemo
zamennTu Bpajguoctu y = 1 u x = 0, onakse hemo oamax 106uTn Koja je BpeJHOCT

koHcrtanTe. Jlakiie,
2

arctg0:1—+C — C':—1

2 2
72
2
Bagarak 3 Pewumu jednavuny y' = /x +y

Kommjeso perreme je arctgy =

N —

Pemewe Ha npBu norsies1 oBa jelHaUMHA HUKAKO He JIMYM Ha jeTHAUYWHE Ca Pa3]l-
BOjeHHM TpoMeH/bUBUM. MehyTum, noriegajMo norkopeny ¢byHKImjy. Kako je
y = y(x) (bymrmuja nmo x, a x je cama 1o cebu GyHKIHja HPOMEH/bUBE T, TO je
u 30up re nBe dbyukumje Heka dbyHknuja Mo x. HazoBumo je u = u(z) =x +y n
HeKa yrnpaBo TO Oyje cMena kojy yBoammo. Cana tpeba ja 0apenMo MPBHU U3BOJ,
Hero3HaTe (pyHKIEje y duju je u3Box y'. Ca jmpyre cTpaHe, MOIITO je Y HEIO3-
Harta QyHKIHja Kojy Tpeba oapeautu, o he u u 6urn Henosuara dbyukuuja (jep
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je 30up HenosHare dyHKIHje Y U joul Hedera), 1a hie e n3B0j OUTH jeTHOCTABHO
u'. Jakne, v' =14y 1j. vy =« — 1. Ocraje jomr ga yBejeHe cMeHe BPATUMO y
_ du

NOTA3Hy jepHaumny u Taja gobmjamo u' — 1 = y/u. Kaxko je v/ = €% umamo ma je

du du
— = 1 — =
Vet Vu+1

dx
Ocraje HaM jomn jJa mHTerpajauMo obe crpane. lecna crpana Huje npobJieM, a Ia
OMCMO HAIILIA UTErPaJl JieBe CI'TPaHe jeJIHAKOCTH, YBeJAnMo cMeny v = t2, du = 2tdt,
HAKOH 4era j100ujamo

tdt t+1—1
2 2/+—dt:2t—21nw

dx

t+1 t+1

Jlakiie, OmIITe peleme je, HAKOH IITO BPATUMO CMeHY t = \/u

2Vu—2InvVu=z+C

2 Xomorene audepeHnnjajIHe jeJHAYNHE

O6nuk: y = f(g)
x
Cmena: z = 4 = 21— y, re je z = z(x), Zx + z =1
x
dz
Omnmre perrerbe (HAKOH yBegeHe cMmeHe u cpehuBama): f()— =
z)—z
dx
x

3amarak 4 Pemuru jpudepennujajiny jeHaqanny

,_ Yy
y =
Y

Pemteme /la 6ucmo gaTy jeHaYnHy CBEJIM Ha XOMOIEHY jeTHAaYMHY, Hajiupe heMmo
OJeJIUTH 1 Opojuiiall 1 uMenuan, ca 2. Taja jobujamo

2
0
x / z

N

x Yy
) _ 22 T2 _
x2 x
Cazna moxeMo ja ywememo cmeny z = ¥, z = z(z), ogmocno y = zx. /[a

6rucMo J0OWIH BPEJIHOCT 3a Y HAKOH OBAKO YBeJIeHe CMeHe, IOC/IeIhH U3pa3 Tpeda
gucepennupaT Mo mpoMeHsbuBoj . [loHoBO HamoMuIBEMO Ja je HOBa (PYHKIIH]ja
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z, y cTBapu (PYHKIHja je/iHe TPOMEH/bUBE, U TO HpoMeHsbuBe x. 13 Tor pasJiora,
HaKOH judepeHImpama umMaMo §y = 2’z + z, T1e ¢MO JIeCHY CTpaHy jeJTHaKOCTH
TpPeTHpaId Kao Ipous3Boj jBe dyHkiuje. Kaja 3aMeHUMO y ropiby jeJHadYuny
J100MjamMo
1+ 22
z

OBa jemnaunmna he ce, HakKoH cpehuBama, CBeCTH Ha jeHAUUHY Ca Pa3aBOjeHUM
IIPOMEH/bUBUM:

x4+ 2=

, _1—1—,22
2

—Z

/
2T = —
z

Kako je 2/ = %, KaJla CBe MPOMEH/bHBE T MpedalnuMo Ha JIeBY, a MPOMEH/bUBE 2

Ha JIECHY CTPaHy je/IHAKOCTH, IMaMo cJiejehe:

dz 1

—xr =
dx z
OLHOCHO

d
zdz = _x
T

Hakon unTerparnuje obe crpane, JeBe 10 z, & JecHe 110 T J00HjaMO OIIITE Pellee:

1
§z2 =ln|z|+C

Bamarak 5 Hahu onwme pewerwe dudepenyujarte jednavume

,_x+y—3
Y rT—Y+5

Penteme OBa jenadynna, Ha IPBH HOTJIE, He U3IJIeIa Ka0 XOMOreHa JTudepeHIn-
jamna jegHaumHa. Hamme, yKOIUKO MpobaMo Ja IMOAEINMO OPOjUIall 1 MMEHUIAIL
ca x, gobujamo

Yy _
!/ 1 + xT

V=1"uT

] |08 |w

HakJie, Huje cBaky cabupak ob/uka y/x. MehyTum, jelHOCTABHOM TPAHCAANUJOM,
MOZKEMO YYUHUTH [ CJ000JaHN WWIAHOBH (KOHCTaHTe y OPOJHOIy W HMEHHOILY
noueTHe jegHadnHe) Hecrany. Crora, yBeauMo cMeHy © = u+a, y =v+b,aau
b hemo mahwm, ako je To moryhe, Tako na 3a70Bo/baBajy onpehene yciaose. Cama je
y =/, ma gobujamo jegHAYUHY

, utat+v+b—-3 wutv+(a+b—23)

Cuta—-v—b+5 u—v+(a—b+5)
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Jla 6ucmo u3ryomin caoboaHe wianose, 3axreBamo ja a+b—3 =0ua—b+5 = 0.
PemraBamem oBor cucrema 1o a u b, nobujamo ma je a = —1 u b = 4. Jlakie,
HaKOH yBohema cMerHe © = u — 1, y = v + 4 g06ujamo xoMoreny audepeHIjagany
jeTHATUHY

, u+tv 1+7

y:u—vzl—ﬁ

Kao u y nperxogHoM 3a1aTKy, yBOJUMO CMEHY 2 = =, OJJHOCHO Zu+z=1". Kana
3aMEHMMO Y JeJIHAaUNHY UMaMO

, 1+ 2 , 1422
Zu+z= <~ Zu=
1—2 1—2
Kako je 2/ = %, HAKOH jeIHOCTABHUX TpaHcdopMaliuja 1001ujaMo
1—2z du
z=—
1+ 22 u

1a je OINIITe periere jeqHaunHe (HAKOH HHTerpaimje obe cTpaHe)

1
tgz—éln(l—i—zQ) =hu+C

3 JIuHeapHa mudepeHImjajIHA jeJHAYNHA

Ommrtu obauk: y' + p(z)y = q(x)

OmmTe pemieme: y = ¢/ P@)d (¢ 4 /efp(“)qu(:c)dx)

Bagatak 6 Hahu onwme pewerve jednavune xy — 2y = 2

Pemteme Hajnpe Tpeba na cBegemMo gary jeHaYNHY Ha OIIITH OOJHUK JHHEApPHE
nudepentujaiane jepnaunne. Crora hemo nojenuTu jejnaduny ca , jga OUCMO

T00MIIH
2
y' -~y =22
x
Cana Bumnmo j1a je p(z) = —2, a g¢(z) = 223, ma mam ocraje camo ga 3aMeHnMO

HaBejiene gpyHknuje y hopmy/y 3a ommre peireme. Jobujamo
y(x) = ezf%dx(c + 2/62falcdxx3dm)

Hakon pemaparma WHTerpaa, 106ujaMo jaa je ommre pemrerse y(r) = x2(c + 22)
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1

Bagarak 7 Pewumu jednavuny y = ————
e3y — 2x

Pememe [IpBu kopak je jia ce jpara jejHaunna TpanchOpMUIle y OUIITH O0O0JUK
quneapue pudepennujatue jeanadune. MehyTum, ca JecHOM CTpaHOM je THAKOCTH
He MOKeMO MHOTO Tora ja ypaaumo. Ca apyre cTpaHe, Ja je JaT WHBEP3HH pa-
3JI0MaK, He OM OWJIO TEIIKO Ja je CBeJeMO Ha KeJbeHH OOJIHK.
Cerumo ce usBoga uusepsue dbynkmmje. Axo je y = f(z) Taga je v = f~1(y), a
(f ') = 1/f(x) = 1)y Taxae, yvecto ga rpasauo ysmiy y = y(x),
y oBoM ciyuajy hemo tpaxkutn wnBepsny dbyakuujy © = z(y). Cazna jeqnadnna
nocraje

o =eY - 20 = 2 +22=¢%"
Hapasuo, y oBOM ciydajy OPOMEHJBHBE T W Y Mehajy MecTa, ma Tpakumo p(y)
Koje croju y3 x u q(y) Koje je ca jecue crpane jeanakocru: p(y) = 2, q(y) = e%.
Ocraje jorr ja cBe OBO 3aMeHUMO Y (DOPMYJIY 32 OIIIIITE PEIlernhe

z(y) = e_zfdy(c + /e2fdye3ydy)

Oomnre pememe je, Hakon Kpaher pauyna, x(y) = e 2¥(c + %659)
Bagatak 8 Pewumu ydr + (22 — y*)dy = 0

Pememe IIpoGajmo ga wamuiemo jenHaunHy y ommrem obsimky. Mmamo (22 —
y*)dy = —ydx oaHOCHO

dy_ v

dr 2z — 2
JlakJjie, jaB/ba ce uUCTH 1IPOOJIEM Kao y IIPETXOJHOM aJIaTKy, a heMo ra Ha UCTH
HAYW U PENuTH, OHOCHO TpaxKuhemo pereme nHBe3HE (DYHKIN]je

,_y2—2x
Yy

x
Cajta je Tpaxkenu o0/iMK, HaKOH Kpahux Tpancdopmaliyja
, 2
r+-—-x=y
Y
2

. . 4
rae je p(y) = 2, a q(y) = y. Ommre pememe je x(y) = y%(c + %)

y?
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4 BepnymmjeBa audepeHITjaiHA jeJHAYNHA

(e

O6muk: ¢ + p(z)y = q(x)y

Cmena: z =y ™ z2=2(z), 7 =(1—-a)y™y = y = 1
— o

YBohemeM oBe cMeHe BepHynnjeBa jenHadunHa ce cBoau Ha JImHeapry mudep-
eHIINjaJIHY jeTHAInHY.
Bamarak 9 Pewumu jednavuny 2y + vy® =y

Pememe CeeuMo je IpBO Ha OMIITH OOJUK M OJIpeIUMO 1Ta ¢y yHKnuje p(z),
q(z) u mapamerap «

y -2 =Ty
2 2
Cana mako BuguMo 1a je p(z) = —3, q(z) = —%, a napamerap je a = 3. Jlaxue,
cmena he 6utu 2(z) =y 3 1), 2 =y % maje 2 = 23y = y = Zf’; Ocraje

jorr ma m3pasumo y y byuknujy on z. Kaxo je z =y 3 10 je 2 = L omajey = 2.
B3aMeHEMO cajla cBe IPeTXOIHO Y JaTy je HAYHHY.

2"y 2y T 4

Jla 6u cMo 106U/ 2KeJbeHr OOJIMK JIMHeapHE jeJlHaYuHe, TTOMHOXKUMO IOC/Ie/HY
jeTHAYMHY ca —y%, J1a 6ucmo aobuan

! —
zZ + 22 =
Haxkne, p(x) = 1/2, q(x) = x, na je ommmre perrerne
y(z) = e 2% (c + /ef%dxxd:c)
Bamarak 10 Hahu onwme peweme jednauune (v + y3)dy — vydr =0

Pememe Kao u y ciyuajy npumepa koj JIuneapuux jegHaunna, u OBJE Ce MOZKE
Jecutn jga je Jakme wHahu pemreme maBep3na dynknmje x = x(y). To u jecre
cJydaj ca OBOM jeTHAYMHOM, IIa heMo je ojiMax TpaHchOpMUCATH Yy OOJIUK IOr0/IaH
3a pemrapame. MMamo
2,3
dv 2 +y 1 1

— = = 2 — —x=ylx
dy Ty Y
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Makae, p(y) = —%/, q(y) = y?, a0k je napamerap o = —1. Cmena je z = 2!~ =

2 ! ! C r 2
x%, a 2’ = 2x2’. Ocraje jom ga m3pasumo r’ = 5

jemTHAYNHY

—_ Z 3
u = 2. Voanumo n00ujeno y

20 yr w

U MOMHOXKHMO je ca 2x 1a 6ucMo nobuin onmTu obJIuK JIuHeapHe jeTHAUNHE YWje
HaM je oliire pemnieme no3uaro. Jlobujamo

Y — S =2y°
1a je OMIITe pernerme JaTo ca

:dy)Zef?w@+—2/¥zf3@y%w)

OxnocHO
2(y) = y*(c + 2y)



