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STEPENI REDOVI Prva nede	a

DIFERENCIJALNE J-NE PRVOG REDA

Obiqna diferencijalna jednaqina je jednaqina oblika F (x, y, y′, . . . , y(n)) =
0, y = y(x), gde su y′, . . . , y(n) izvodi funkcije y = y(x). Red diferenci-
jalne jednaqine je red najve�eg izvoda koji se pojav	uje u jednaqini. Rex-
e�e diferencijalne jednaqine n-tog reda je funkcija y = ϕ(x) koja ima
izvode do reda n na intervalu (a, b) i zadovo	ava polaznu jednaqinu tj.
F (x, ϕ(x), . . . , ϕ(n)(x)) = 0. U opxtem sluqaju, diferencijalna jednaqina n-
tog reda ima beskonaqno mnogo rexe�a. Specijalno, Koxijevo rexe�e difer-
encijalne jednaqine je ono rexe�e koje zadovo	ava poqetni uslov y(x0) = y0,
za neku taqku M(x0, y0) iz intervala (a, b). Geometrijski gledano, to je ono
rexe�e koje prolazi kroz taqku M .

Teorema 1 (Koxijeva teorema o egzistenciji i jedinstvenosti rexe�a
Koxijevog problema za jednaqine prvog reda) Neka je y′ = f(x, y) diferen-
cijalna jednaqina i neka je f(x, y) definisana na domenu D. Ako postoji
okolina u taqke M(x0, y0) ∈ D takva da je

1. f(x, y) neprekidna na D

2. f ima ograniqen parcijalni izvod
∂f

∂y

onda postoji interval (x0 − h, x0 + h) u kom postoji jedinstveno rexe�e
y = ϕ(x) date jednaqine takvo da je ϕ(x0) = y0.

Iz prethodno reqenog, diferencijalne jednaqine prvog reda su jednaqine
oblika F (x, y, y′) = 0 i na ovom kursu �emo obraditi nekoliko tipova. Rex-
e�a diferencijalnih jednaqina sa kojima �emo se susretati su uglavnom al-
goritamska, a na Vama je da umete da prepoznate kog su tipa i da znate koje
je opxte rexe�e za svaki specifiqan tip.

1 Jednaqine sa razdvojenim promen	ivim

Oblik:f(y)dy = g(x)dx

Opxte rexe�e:

∫
f(y)dy =

∫
g(x)dx+ C

Zadatak 1 Rexiti jednaqinu x2eyy′ + e
1
x = 0.
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Rexe�e Probajmo da transformixemo datu jednaqinu tako da dobijemo jed-
naqinu sa razdvojenim promen	ivim. Uz to umesto y′ pisa�emo dy

dx
. Dakle

data jednaqina je ekvivalentna sa

x2ey
dy

dx
= −e

1
x

odnosno

eydy = −e
1
x

x2

Nakon integracije obe strane, po y odnosno x, dobijamo

ey = e
1
x + C

Zadatak 2 Na�i opxte rexe�e jednaqine y′ = xy2 + x i Koxijevo rexe�e
pri uslovu y(0) = 1

Rexe�e Jednaqinu mo�emo zapisati kao

dy

dx
= x(y2 + 1) ⇐⇒ dy

y2 + 1
= xdx

Posle integracije dobijamo opxte rexe�e oblika

arctg y =
x2

2
+ C

Da bismo odredili Koxijevo rexe�e, treba da na�emo vrednost konstante C
tako da je zadovo	en uslov y(0) = 1. Iz tog razloga, u opxte rexe�e �emo
zameniti vradnosti y = 1 i x = 0, odakle �emo odmah dobiti koja je vrednost
konstante. Dakle,

arctg 0 =
12

2
+ C =⇒ C = −1

2

Koxijevo rexe�e je arctg y =
x2

2
− 1

2

Zadatak 3 Rexiti jednaqinu y′ =
√
x+ y

Rexe�e Na prvi pogled ova jednaqina nikako ne liqi na jednaqine sa razd-
vojenim promen	ivim. Me�utim, pogledajmo potkorenu funkciju. Kako je
y = y(x) (fumkcija po x, a x je sama po sebi funkcija promen	ive x, to je
i zbir te dve funkcije neka funkcija po x. Nazovimo je u = u(x) = x + y i
neka upravo to bude smena koju uvodimo. Sada treba da odredimo prvi izvod
nepoznate funkcije y qiji je izvod y′. Sa druge strane, poxto je y nepoz-
nata funkcija koju treba odrediti, to �e i u biti nepoznata funkcija (jer
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je zbir nepoznate funkcije y i jox neqega), pa �e �en izvod biti jednostavno
u′. Dakle, u′ = 1 + y′ tj. y′ = u′ − 1. Ostaje jox da uvedene smene vratimo u
polaznu jednaqinu i tada dobijamo u′ − 1 =

√
u. Kako je u′ = du

dx
imamo da je

du

dx
=
√
u+ 1 ⇐⇒ du√

u+ 1
= dx

Ostaje nam jox da integralimo obe strane. Desna strana nije problem, a da
bismo naxli itegral leve sgtrane jednakosti, uvedimo smenu u = t2, du = 2tdt,
nakon qega dobijamo

2

∫
tdt

t+ 1
= 2

∫
t+ 1− 1

t+ 1
dt = 2t− 2 ln |t|

Dakle, opxte rexe�e je, nakon xto vratimo smenu t =
√
u

2
√
u− 2 ln

√
u = x+ C

2 Homogene diferencijalne jednaqine

Oblik: y′ = f(
y

x
)

Smena: z =
y

x
⇐⇒ zx = y, gde je z = z(x), z′x+ z = y′

Opxte rexe�e (nakon uvedene smene i sre�iva�a):

∫
dz

f(z)− z
=∫

dx

x

Zadatak 4 Rexiti diferencijalnu jednaqinu

y′ =
x2 + y2

xy

Rexe�e Da bismo datu jednaqinu sveli na homogenu jednaqinu, najpre �emo
podeliti i brojilac i imenilac sa x2. Tada dobijamo

y′ =
x2

x2
+ y2

x2
xy
x2

⇐⇒ y′ =
1 +

(
y
x

)2
y
x

Sada mo�emo da uvedemo smenu z = y
x
, z = z(x), odnosno y = zx. Da

bismo dobili vrednost za y′ nakon ovako uvedene smene, posled�i izraz treba
diferencirati po promen	ivoj x. Ponovo napomi�emo da je nova funkcija
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z, u stvari funkcija jedne promen	ive, i to promen	ive x. Iz tog razloga,
nakon diferencira�a imamo y′ = z′x + z, gde smo desnu stranu jednakosti
tretirali kao proizvod dve funkcije. Kada zamenimo u gor�u jednaqinu
dobijamo

z′x+ z =
1 + z2

z
Ova jednaqina �e se, nakon sre�iva�a, svesti na jednaqinu sa razdvojenim
promen	ivim:

z′x =
1 + z2

z
− z

z′x =
1

z

Kako je z′ = dz
dx
, kada sve promen	ive x prebacimo na levu, a promen	ive z

na desnu stranu jednakosti, imamo slede�e:

dz

dx
x =

1

z

odnosno

zdz =
dx

x
.

Nakon integracije obe strane, leve po z, a desne po x dobijamo opxte rexe�e:

1

2
z2 = ln |x|+ C

Zadatak 5 Na�i opxte rexe�e diferencijalne jednaqine

y′ =
x+ y − 3

x− y + 5

Rexe�e Ova jednaqina, na prvi pogled, ne izgleda kao homogena diferenci-
jalna jednaqina. Naime, ukoliko probamo da podelimo brojilac i imenilac
sa x, dobijamo

y′ =
1 + y

x
− 3

x

1− y
x
+ 5

x

Dakle, nije svaku sabirak oblika y/x. Me�utim, jednostavnom translacijom,
mo�emo uqiniti da slobodani qlanovi (konstante u brojiocu i imeniocu
poqetne jednaqine) nestanu. Stoga, uvedimo smenu x = u + a, y = v + b, a a i
b �emo na�i, ako je to mogu�e, tako da zadovo	avaju odre�ene uslove. Sada je
y′ = v′, pa dobijamo jednaqinu

v′ =
u+ a+ v + b− 3

u+ a− v − b+ 5
=
u+ v + (a+ b− 3)

u− v + (a− b+ 5)
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Da bismo izgubili slobodne qlanove, zahtevamo da a+b−3 = 0 i a−b+5 = 0.
Rexava�em ovog sistema po a i b, dobijamo da je a = −1 i b = 4. Dakle,
nakon uvo�e�a smene x = u− 1, y = v + 4 dobijamo homogenu diferencijalnu
jednaqinu

y′ =
u+ v

u− v
=

1 + v
u

1− v
u

Kao i u prethodnom zadatku, uvodimo smenu z = v
u
, odnosno z′u+ z = v′. Kada

zamenimo u jednaqinu imamo

z′u+ z =
1 + z

1− z
⇐⇒ z′u =

1 + z2

1− z

Kako je z′ = ∂z
∂u
, nakon jednostavnih transformacija dobijamo

1− z
1 + z2

dz =
du

u

pa je opxte rexe�e jednaqine (nakon integracije obe strane)

tg z − 1

2
ln(1 + z2) = lnu+ C

3 Linearna diferencijalna jednaqina

Opxti oblik: y′ + p(x)y = q(x)

Opxte rexe�e: y = e−
∫
p(x)dx(c+

∫
e
∫
p(x)dxq(x)dx)

Zadatak 6 Na�i opxte rexe�e jednaqine xy′ − 2y = 2x4

Rexe�e Najpre treba da svedemo datu jednaqinu na opxti oblik linearne
diferencijalne jednaqine. Stoga �emo podeliti jednaqinu sa x, da bismo
dobili

y′ − 2

x
y = 2x3

Sada vidimo da je p(x) = − 2
x
, a q(x) = 2x3, pa nam ostaje samo da zamenimo

navedene funkcije u formulu za opxte rexe�e. Dobijamo

y(x) = e2
∫

1
x
dx(c+ 2

∫
e−2

∫
1
x
dxx3dx)

Nakon rexava�a integrala, dobijamo da je opxte rexe�e y(x) = x2(c+ x2)
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Zadatak 7 Rexiti jednaqinu y′ =
1

e3y − 2x

Rexe�e Prvi korak je da se data jednaqina transformixe u opxti oblik
linearne diferencijalne jednaqine. Me�utim, sa desnom stranom jednakosti
ne mo�emo mnogo toga da uradimo. Sa druge strane, da je dat inverzni ra-
zlomak, ne bi bilo texko da je svedemo na �e	eni oblik.
Setimo se izvoda inverzne funkcije. Ako je y = f(x) tada je x = f−1(y), a
(f−1(y))′ = 1/f ′(x) = 1/y′. Dakle, umesto da tra�imo funkciju y = y(x),
u ovom sluqaju �emo tra�iti inverznu funkciju x = x(y). Sada jednaqina
postaje

x′ = e3y − 2x ⇐⇒ x′ + 2x = e3y

Naravno, u ovom sluqaju promen	ive x i y me�aju mesta, pa tra�imo p(y)
koje stoji uz x i q(y) koje je sa desne strane jednakosti: p(y) = 2, q(y) = e3y.
Ostaje jox da sve ovo zamenimo u formulu za opxte rexe�e

x(y) = e−2
∫
dy(c+

∫
e2

∫
dye3ydy)

Oopxte rexe�e je, nakon kra�eg raquna, x(y) = e−2y(c+ 1
5
e5y)

Zadatak 8 Rexiti ydx+ (2x− y2)dy = 0

Rexe�e Probajmo da napixemo jednaqinu u opxtem obliku. Imamo (2x −
y2)dy = −ydx odnosno

dy

dx
= − y

2x− y2

Dakle, jav	a se isti problem kao u prethodnom adatku, pa �emo ga na isti
naqi i rexiti, odnosno tra�i�emo rexe�e invezne funkcije

x′ =
y2 − 2x

y

Sada je tra�eni oblik, nakon kra�ih transformacija

x′ +
2

y
x = y

gde je p(y) = 2
y
, a q(y) = y. Opxte rexe�e je x(y) = 1

y2
(c+ y4

4
)
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4 Bernulijeva diferencijalna jednaqina

Oblik: y′ + p(x)y = q(x)yα

Smena: z = y1−α, z = z(x), z′ = (1− α)y−αy′ =⇒ y′ =
z′yα

1− α

Uvo�e�em ove smene Bernulijeva jednaqina se svodi na Linearnu difer-
encijalnu jednaqinu.

Zadatak 9 Rexiti jednaqinu 2y′ + xy3 = y

Rexe�e Svedimo je prvo na opxti oblik i odredimo xta su funkcije p(x),
q(x) i parametar α

y′ − y

2
= −x

2
y3

Sada lako vidimo da je p(x) = −1
2
, q(x) = −x

2
, a parametar je α = 3. Dakle,

smena �e biti z(x) = y1−3 tj, z = y−2, pa je z′ = −2y−3y′ =⇒ y′ = z′y3

−2 . Ostaje
jox da izrazimo y u funkciju od z. Kako je z = y1−3 to je z = y

y3
, pa je y = zy3.

Zamenimo sada sve prethodno u datu jednaqinu.

z′y3

−2
− zy3

2
= −x

2
y3

Da bi smo dobili �e	eni oblik linearne jednaqine, pomno�imo posled�u
jednaqinu sa − 2

y3
, da bismo dobili

z′ +
1

2
z = x

Dakle, p(x) = 1/2, q(x) = x, pa je opxte rexe�e

y(x) = e−
∫

1
2
dx(c+

∫
e−

∫
1
2
dxxdx)

Zadatak 10 Na�i opxte rexe�e jednaqine (x2 + y3)dy − xydx = 0

Rexe�e Kao i u sluqaju primera kod Linearnih jednaqina, i ovde se mo�e
desiti da je lakxe na�i rexe�e inverzna funkcije x = x(y). To i jeste
sluqaj sa ovom jednaqinom, pa �emo je odmah transformisati u oblik pogodan
za rexava�e. Imamo

dx

dy
=
x2 + y3

xy
⇐⇒ x′ − 1

y
x = y2x−1
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Dakle, p(y) = − 1
y
, q(y) = y2, dok je parametar α = −1. Smena je z = x1−(−1) =

x2, a z′ = 2xx′. Ostaje jox da izrazimo x′ = z′

2x
i x = z

x
. Ubacimo dobijeno u

jednaqinu
z′

2x
− 1

y

z

x
=
y2

x

i pomno�imo je sa 2x da bismo dobili opxti oblik Linearne jednaqine qije
nam je opxte rexe�e poznato. Dobijamo

z′ − 2

y
z = 2y2

pa je opxte rexe�e dato sa

x(y) = e
∫

2
y
dy(c+ 2

∫
e−

∫
2
y
dyy2dy)

Odnosno
x(y) = y2(c+ 2y)


