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STEPENI REDOVI Druga i tre�a nede	a

DIFERENCIJALNE JEDNAQINE VIXEREDA

1 Homogne jednaqine sa konstantnim koefi-

cijentima

Oblik: any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = 0

Karakteristiqna jednaqina: anλ
(n) + an−1λ

(n−1) + · · ·+ a1λ+ a0 = 0

Rexe�e homogene jednaqine: Neka je anλ
(n)+an−1λ

(n−1)+ · · ·+a1λ+a0 = 0
karakteristiqna jednaqina i λ1, . . . λn skup �enih rexe�a. Tada ako je

1. λ ∈ R nula karakteristiqne jednaqine prvog reda tada je eλx rexe�e
jednaqine

2. λ ∈ R rexe�e karakteristiqne jednaqine reda k, onda su eλx, xeλx, . . . , xk−1eλx

rexe�a jednaqine

3. λ = α + iβ ∈ C rexe�e karakteristiqne jednaqine prvog reda, tada su
cosαx i sin βx rexe�a jednaqine

4. λ = α + iβ ∈ C rexe�e karakteristiqne jednaqine reda k, tada su
eαx cos βx, eαx sin βx, xeαx cos βx, xeαx sin βx, . . . , xk−1eαx cos βx, xk−1eαx sin βx
rexe�a jednaqine

Opxte rexe�e Ako su y1, . . . , yn rexe�a diferencijalne jednaqine n-tog
reda, tada je �eno opxte rexe�e

y = c1y1 + · · ·+ cnyn

Zadatak 1 Rexiti hompgenu jednaqinu y′′ − y′ − 2y = 0

Rexe�e Formirajmo najpre kerakteristiqnu jednaqinu

λ2 − λ+ 2 = 0

i na�imo �ena rexe�a: λ = 2 i λ = −1. Kako su e2x i e−x rexe�a homogene
jednaqine to je i �ihova linearna kombinacija, pa je �eno opxte rexe�e

y = c1e
2x + c2e

−x

gde su c1, c2 proizvo	ne realne konstante.
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Zadatak 2 Na�i opxte rexe�e jednaqine y(4) + y = 0

Rexe�e Karakteristiqna jednaqina je λ4 + 1 = 0 odnosno λ4 = −1. Ovde
treba da se podsetimo dve stvari. Prvo je da svaka jednaqina stepena n ima
taqno n nula u skupu kompleksnih brojeva. Drugo je trigonometrijski oblik
kompleksnog broja. Naime, svaki kompleksni broj z = x+ iy se mo�e zapisati
u trigonometrijskom obliku kao z = |z|(cosϕ + i sinϕ), gde je z =

√
x2 + y2

modul kompleknog broja, a ϕ = arctan y
x
. Prethodno �emo da iskoristimo da

zapixemo −1 u trigonometrijskom obliku. Imamo da je z = 1, a ϕ = π+ 2kπ,
pa je −1 = cos(π+2kπ) + i sin(π+2kπ). Sada mo�emo da na�emo skup rexe�a
karakteristiqne jednaqine kao

{cos (π + 2kπ)

4
+ i sin

(π + 2kπ)

4
: k = 0, 1, 2, 3}.

Kada izraqunamo vrednost ugla za svako pojedinaqno k, dobijamo skup rexe�a

{
√
2

2
+ i

√
2

2
,−
√
2

2
+

√
2

2
,−
√
2

2
− i
√
2

2
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√
2

2
− i
√
2

2
}

Primetimo da me�u ponu�enim rexe�ima ima dva para uzajamno ko�ugov-
ano kompleksnih brojeva. Izaberimo iz svakog takvog para po jedno rex-
e�e. Neka to budu λ1 =

√
2
2

+ i
√
2
2
i λ2 = −

√
2
2

+ i
√
2
2
. Ova dva rexe�a su

nam dovo	na da generixemo 4 linearno nezavisne funkcije koje �e nam dati

opxte rexe�e jednaqnine. To su y1(x) = e
√
2

2
x cos

√
2
2
x, y2(x) = e

√
2

2
x sin

√
2
2
x,

y3(x) = e−
√
2
2
x cos

√
2
2
x i y4(x) = e−

√
2

2
x sin

√
2
2
x. Sada je opxte rexe�e date

jednaqine
y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + c3y3(x) + c4y4(x)

to jest

y(x) = c1e
√

2
2
x cos

√
2

2
x+ c2e

√
2

2
x sin

√
2

2
x+ c3e

−
√
2
2
x cos

√
2

2
x+ c4e

−
√
2

2
x sin

√
2

2
x

Zadatak 3 Na�i opxte rexe�e jednaqine y(4) + 4y(3) + 5y′′ + 4y + 4y = 0.

Rexe�e. Odgovaraju�a karakteristiqna jednaqina λ4 + 4λ3 + 5λ2 + 4λ +
4 = 0 je jednaqina sa racionalnim koeficijentima, pa su �ena racionalna
rexe�a (ako ih ima) oblika p

q
tako da p|4, a q|1, odnosno tra�imo ih u skupu

{±1,±2 ± 4}. Jednostanom proverom vidimo a je λ = −2 jedna racionalna
nula. Nakon de	e�a polaznog polinoma sa (λ+ 2) dobijamo polinom

(λ4 + 4λ3 + 5λ2 + 4λ+ 4) : (λ+ 2) = λ3 + 2λ2 + λ+ 2
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Dakle, nule novodobijenog polinoma tra�imo u istom skupu kao i za polazni
polinom. Proverom utvr�ujemo da je λ = −2 i �egova nula, tj. λ = −2 je
dvostruka nula polaznog polinoma. Kada novodobijeni polinom podelimo sa
(λ + 2) dobijamo kvadratnu jednaqinu qijim rexava�em nalazimo preostale
dve nule, a to su λ3/4 = ±i.
Mogli smo i na drugi naqin da na�emo preostale nule. Pogledajmo dobijeni
polinom λ3 + 2λ2 + λ+ 2 = 0 i grupiximo prva dva i posled�a dva sabirka.
Dobijamo, λ2(λ+2)+(λ+2) = (λ+2)(λ2+1) = 0, odakle lako nalazimo ostale
nule.
Dakle, λ = 2 je dvostruka nula, a ostale su proste nule polinoma, pa je opxte
rexe�e jednaqine

y(x) = c1e
−2x + c2xe

−2x + c3 cosx+ c4 sinx

2 Nehomogene jednaqine sa konstantnim ko-

eficijentima

Oblik: any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = f(x)

Opxte rexe�e: y(x) = yh + yp, gde je yh rexe�e odgovaraju�e homogene
jednaqine (za f(x) = 0), a yp je parikularno rexe�e koje nalazimo Matodom

neodre�enih koeficijenata ili Matodom varijacije konstanti

2.1 Metoda neodre�enih koeficijenata

U ovom sluqaju oblik partikularnog rexe�a zavisi od oblika funkcije
f(x). Razlikujemo nekoliko sluqajeva:

1. f(x) = Pn(x) (tj. polinom stepena n)

1.1. Ako 0 nije koren karakteristiqne jednaqine yp = Qn(x) (odnosno
neki polinom stepena n qije koeficijente treba da odredimo)

1.2. Ako je 0 koren karakteristiqne jednaqine reda k yp = xk−1kQn(x)

2. f(x) = eαxPn(x)

2.1. Ako α nije koren karakteristiqne jednaqine yp = eαxQn(x)

2.2. Ako je α koren karakteristiqne jednaqine reda k, yp = xk−1eαxQn(x)

3. f(x) = eαx(Pn(x) cos βx+Qm(x) sin βx), t = max{m,n}
3.1. Ako α+iβ nije koren karakteristiqne jednaqine yp = eαx(Rt(x) cos βx+

St(x) sin βx)
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3.2. Ako α + iβ je koren karakteristiqne jednaqine reda k, yp =
xk−1eαx(Rt(x) cos βx+ St(x) sin βx)

Napomena. Primetiti da su prva dva sluqaja specijalni sluqajevi tre�eg.

Zadatak 4 Na�i opxte rexe�e jednaqine y′′′ + 2y′′ + y′ = 5e−x

Rexe�e Na�imo prvo rexe�e odgovaraju�e homogene jednaqine y′′′+2y′′+y′ =
0. �ena karakteristiqna jednaqina je λ3 + 2λ2 + λ = 0. Izvucimo λ ispred
zagrade da bismo dobili λ(λ2 + 2λ+ 1) = 0. �ena rexe�a su λ = 0 i λ = −1
(dvostruka nula). Sada imamo homogeno rexe�e

yh = c1e
0x+ c2e

−x + c2xe
−x = c1 + c2e

−x + c2xe
−x

Ostaje da na�emo partikularno rexe�e, no pre toga �emo identifikovati
oblik funkcije f(x), koje je oblika kao iz drugog sluqaja tj eαxPn(x). Imamo
da je α = −1, a Pn(x) = 5, dakle polinom nultog stepena. Kako je α = −1 nula
drugog reda karakteristiqne jednaqine, partikularno rexe�e �e biti oblika
yp = Ax2e−x. Da bismo naxli koeficijent A za koji je yp partikularno
rexe�e, na�i�emo prva tri izvoda od yp i ubaciti ih u polaznu jednaqinu.
Imamo

y′p = 2Axe−x − Ax2e−x = e−x(2Ax− Ax2), y′′p = e−x(Ax2 − 4Ax+ 2A),
y′′′(x) = e−x(−Ax2 + 6Ax− 6A)

Kada ubacimo u polaznu jednaqinu imamo

e−x(2Ax− Ax2) + 2e−x(Ax2 − 4Ax+ 2A) + e−x(−Ax2 + 6Ax− 6A) = 5e−x

Nakon xto pomno�imo obe strane sa ex i sredimo izraz, ostaje −2A = 5,
odnosno A = −5/2. Dakle, partikularno rexe�e je yp = −5

2
x2e−x, a opxte

rexe�e je

y(x) = yh + yp = c1 + c2e
−x + c2xe

−x − 5

2
x2e−x

Zadatak 5 Rexiti jednaqinu y′′′ − y = x3 + cosx

Rexe�e Prvo tra�imo rexe�e homogene jednaqine y′′′ − y = 0. Nule odgo-
varaju�e homogene jednaqine λ3 − 1 = 0 mo�emo na�i tako xto je zapixemo
kao razliku kubova (λ−1)(λ2+λ+1) = 0. Odavde vidimo da je realno rexe�e
λ1 = 1, a dva ko�ugovano kompleksan rexe�a dobijamo kao rexe�a kvadratne
jednaqine. To su λ2/3 =

−1±i
√
3

2
= −1

2
± i

√
3
2
. Rexe�e homogene jednaqine je

yh = c1e
c + e−

1
2
x(c1 cos

√
3

2
x+ c2 sin

√
3

2
x)
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Ostaje jox da na�emo partikularno rexe�e. Me�utim, funkcija sa desne
strane jednakosti nije u obliku pogodnom za primenu Metode neodre�enih
koeficijenata. Ono xto mo�emo da uradimo je da f(x) = x3 + cosx posma-
tramo kao zbir dve funkcije f1(x) = x3 i f2(x) = cosx, pa da tra�imo dva
partikularna rexe�a, koja odgovaraju funkcijama f1(x) i f2(x), respektivno.
Za funkciju f1, kao odgovaraju�e partikularno rexe�e tra�imo funkciju
oblika yp1 = Ax3 +Bx2 + Cx+D qiji su izvodi

y′p1 = 3Ax2 + 2Bx+ C, y′′p1 = 6Ax+ 2B + C, y′′′p1 = 6A

Kada ubacimo ove izvode u poqetnu jednaqinu, dobijamo 6A − Ax3 − Bx2 −
Cx−D = x3, pa rexava�em sistema

−A = 1, B = 0, C = 0, 6A−D = 0

dobijamo da je yp1 = −x3 − 6
Drugo partikularno rexe�e, koje odgovara funkciji f2(x) = cosx, je oblika
yp2 = A cosx + B sinx. Ponovo tra�imo izvode i ubacujemo ih u poqetnu
jednaqinu. Imamo

y′p2 = −A sinx+B cosx, y′′p2 = −A cosx−B sinx, y′′′p2 = A sinx−B cosx

pa je y′′′−y = A sinx−B cosx−A cosx−B sinx = sinx(A−B)+cos x(−B−A) =
cosx. Dakle, koeficijent uz sinus treba da bude nula, a uz kosinus jedan, pa
dobijamo sistem

A−B = 0, −A−B = 1, tj. A = B = −1

2

odakle zak	uqujemo da je yp2 = −1
2
sinx− 1

2
cosx Na kraju, opxte rexe�e je

y(x) = yh+yp1+yp2 = c1e
c+e−

1
2
x(c1 cos

√
3

2
x+c2 sin

√
3

2
x)−x3−6−1

2
sinx−1

2
cosx

Zadatak 6 Na�i opxte rexe�e jednaqine y′′ + y′ = chx

Rexe�e Rexe�a karakteristiqne jednaqine λ2 + λ = 0 su λ1 = 0 i λ1 = −1,
pa je homogeno rexe�e yh = c1 + c2e

−x.
Funkciju sa desne strane jednakosti mo�emo zapisati kao chx = ex

2
+ e−x

2
=

f1+ f2, pa �emo partiularno rexe�e tra�iti isto kao u prethodnom zadatku
yp = yp1 + yp2 .
Prvo partikularno rexe�e je oblika yp1 = Aex, za koje va�i y′p1 = y′′p1 = yp1 =

Aex, pa kada ubacimo u jednaqinu dobijamo 2Aex = ex

2
tj. A = 1

4
.

Za f2(x) =
e−x

2
, kako je α = −1 koren prvog reda karakteristiqne jednaqine,

yp2 = Axe−x. Na�imo izvode
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y′p2 = Ae−x − Axe−x = e−x(A− Ax), y′′p2 = e−x(Ax− 2A)

Kada ubacimo u polaznu jednaqinu, dobijamo

e−x(Ax− 2A) + e−x(A− Ax) = e−x

2

odakle sledi da je A = −1
2
. Opxte rexe�e je

y(x) = c1 + c2e
−x +

1

4
ex − 1

2
e−x

Zadatak 7 y′′ − 2y′ + 2y = ex sinx

Rexe�e Odgovaraju�a homogena jednaqina je y′′− 2y′+2y = 0, a �ena karak-
teristiqna jednaqina je λ2 − 2λ+ 2 = 0, qija su rexe�a λ1/2 = 1± i, pa je ho-
mogeno rexe�e yh = ex(c1 cosx+ c2 sinx). Za tra�e�e partikularnog rexe�a
posmatra�emo tre�i sluqaj. Imamo da je α = β = 1, pa mo�emo zak	uqiti da
je α+iβ = 1+i prosta nula karakteristiqne jednaqine. Stoga, poxto jeQn = 1
(tj. stepena nula) partikularno rexe�e je oblika yp = ex(Ax cosx+Bx sinx).
Potra�imo izvode prvog i drugog reda i ubacimo ih u polaznu jednaqinu

y′p = ex(Ax cosx+Bx sinx) + ex(A cosx− Ax sinx+B sinx+Bx cosx)

= ex((A+B)x cosx+ (−A+B)x sinx+ A cosx+B sinx)

y′′p = ex((A+B)x cosx+ (−A+B)x sinx+ A cosx+B sinx)

+ex((A+B) cosx−(A+B)x sinx+(B−A) sinx+(−A+B)x cosx−A sinx+B cosx)

= ex(2Bx cosx− 2Ax sinx+ (2A+ 2B) cosx+ (2B − 2A) sinx)

Kada ubacimo u jednaqinu, dobijamo

ex(2Bx cosx− 2Ax sinx+ (2A+ 2B) cosx+ (2B − 2A) sinx)−

−2ex((A+B)x cosx+ (−A+B)x sinx+ A cosx+B sinx)+

+2ex(Ax cosx+Bx sinx) = ex sinx

Nakon xto pomno�imo jednaqinu sa e−x i sredimo je, imamo

(2B − 2A− 2B + 2A)x cosx+ (−2A+ 2A− 2B + 2B)x sinx+

+(2A+ 2B − 2A) cosx+ (2B − 2A− 2B) sinx = sinx

Dakle, B = 0, a A = −1
2
, pa je opxte rexe�e

y = ex(c1 cosx+ c2 sinx)−
1

2
exx cosx
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Zadatak 8 y′′ − 2y = cosx− x sinx

Rexe�e Homogena jednaqina je y′′−2 = 0, a �ena karakteristiqna jednaqina
λ2 − 2 = 0 qija su rexe�a λ1/2 = ±

√
2. Homogeno rexe�e je yh = c1e

√
2x +

c2e
−
√
2x.

Za partikularno rexe�e �emo ponovo posmatrati tre�i sluqaj. Imamo da je
α = 0, β = 1, P (x) = 1 (dakle nultog stepena), a Q(x) = −x (prvog stepana).
Dakle, α + iβ = 0 + i = i nije rexe�e karakteristiqne jednaqine, a Rt i St
su prvog stepena, odnosno yp = (Ax + B) cosx + (Cx +D) sinx. Prvi i drugi
izvod su:

y′p = A cosx− (Ax+B) sinx+ C sinx+ (Cx+D) cosx =

= (Cx+ A+D) cosx+ (−Ax−B + C) sinx

y′′p = C cosx− (Cx+ A+D) sinx− A sinx+ (−Ax−B + C) cosx =

= (−Ax−B + 2C) cosx+ (−Cx− 2A−D) sinx

Ubaciva�em u polaznu jednaqinu dobijamo

(−Ax−B+2C) cosx+(−Cx−2A+D) sinx−2((Ax+B) cosx+(Cx+D) sinx) =

= (−Ax−B + 2C − 2Ax− 2B) cosx+ (−Cx− 2A−D − 2Cx− 2D) sinx =

= (−3Ax+ 2C − 3B) cosx+ (−3Cx− 2A−D) sinx = cosx− x sinx

Ostaje nam da reximo sistem

3A = 0, 2C − 3B = 1, −3C = 1, −2A−D = 0

Kako je A = D = 0, C = −1
3
i B = −5

9
, to je yp = −5

9
cosx− 1

3
x sinx, pa je

y = c1e
√
2x + c2e

−
√
2x − 5

9
cosx− 1

3
x sinx

2.2 Matoda varijacije konstanti

Neka je data diferencijalna jednaqina

any
(n) + · · ·+ a1y

′ + a0y = f(x)

i neka je
yh = c1y1(x) + · · ·+ cnyn(x)
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rexe�e odgovaraju�e homogene jednaqine. Posmatrajmo konstante c1, . . . , cn
kao funkcije promen	ive x, odnosno kao c1(x), . . . , cn(x). Tada c1(x), . . . , cn(x)
odre�ujemo rexava�em sistema jednaqina

c′1(x)y1 + · · ·+ c′n(x) = 0

c′1(x)y
′
1 + · · ·+ c′n(x)y

′
n = 0

...
c1(x)y

(n−2)
1 + · · ·+ c′n(x)y

(n−2)
n = 0

c1(x)y
(n−1)
1 + · · ·+ c′n(x)y

(n−1)
n = f(x)

Kao rexe�e datog sistema dobijamo ci(x) = ϕi(x) +Di gde su Di proizvo	ne
realne konstante.

Digresija. Primetimo da se konstante diferenciraju samo u prvoj jedna-
qini, dok se u ostalim diferenciraju koordinatne funkcije yi.

Zadatak 9 Rexiti jednaqinu y′′ + 5y′ + 6y =
1

1 + e2x

Rexe�e Odgovaraju�a homogena jednaqina je y′′ + 5y′ + 6 = 0, qija je karak-
teristiqna jednaqina λ2+5λ+6 = 0, sa rexe�ima λ1 = −2 i λ2 = −3. Dakle,
homogeno rexe�e je yh = c1e

−2x + c2e
−3x.

Ostaje da na�emo partikularno rexe�e. Setomo se da je mogu�e pri-
meniti Metod neodre�enih koeficijenata samo u sluqaju kada je funkcija
f(x) specifiqnog oblika. Datu funkciju f(x) = 1

1+e2x
ne mo�emo napisati

u obliku proizvoda polinoma, trigonometrijskih funkcija i eαx. Iz tog ra-
zloga �emo primeniti opxtiji metod za tra�e�e rexe�a nehomogene difer-
encijalne jednaqine - Metod neodre�enih koeficijenata.

Posmatrajmo homogeno rexe�e kao yh = c1(x)e
−2x+c2(x)e

−3x i formirajmo
sistem jednaqina kao xto je navedeno u uvodu (sistem �e se sastojati od dve
jednaqine):

c′1(x)e
−2x + c′2(x)e

−3x = 0

−2c′1(x)e−2x − 3c′2(x)e
−3x =

1

1 + e2x

Pomno�imo prvu jednaqinu sa 2 i dodajmo drugoj. Dobijamo

c′1(x)e
−2x + c′2(x)e

−3x = 0

−c′2(x) =
1

1 + e2x
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Sada mo�emo da na�emo c2(x):

c2(x) =

∫
1

1 + e2x
dx = · · · = 1

2
ln

e2x

1 + e2x
+D2

(Napomena. Za smenu uzeti t = 1+e2x) Da bismo naxli c1, ubaci�mo vrednost
za c′2 = − 1

1+e2x
u prvu jednaqinu sistema, pa je

c′1e
−2x =

e−3x

1 + e2x
/ · e2x

c′1 =

∫
e−x

1 + e2x
=

∫
1

(1 + e2x)ex
= arctg ex +D2

(Napomena Za smenu uzeti ex = t.
Konaqno, opxte rexe�e jednaqine je

y(x) = (arctg ex +D2)e
−2x + (

1

2
ln

e2x

1 + e2x
+D2)e

−3x

Zadatak 10 y′′′ + y′ = sinx+
1

sinx

Rexe�e Homogena jednaqina je y′′′ + y′ = 0, a karakteristiqna λ3 + λ = 0,
qija su rexe�a λ1 = 0 i λ2/3 = ±i. Dakle, homogeno rexe�e je

yh = c1 + c2 cosx+ c3 sinx

Funkciju f(x) mo�emo napisati kao f(x) = f1(x)+f2(x), gde je f1(x) = sin x, a
f2(x) =

1
sinx

. Sada, na prvu funkciju mo�emo primeniti Metodu neodre�enih

koeficijenata (mada nije pogrexno i na celu funkciju primeniti Metodu

varijacije konstanti, ali ovako je jednostavnije). Imamo da je Qn(x) = 1
tj polinom nultog stepena, a α = 0 i β = 1. Kako je α = iβ = i rexe�e
karakteristiqne jednaqine, partikularno rexe�e je oblika yp = Ax cosx +
Bx sinx. Tada je

y′ = A cosx− Ax sinx+B sinx+Bx cosx = (A+Bx) cosx+ (B − Ax) sinx

y′′ = (2B − Ax) cosx− (2A+Bx) sinx

y′′′ = −(3A+Bx) cosx− (3B − Ax) sinx

Kada dobijeno ubacimo u polaznu jednaqinu, dobijamo

−(3A+Bx) cosx− (3B − Ax) sinx+ (A+Bx) cosx+ (B − Ax) sinx = sinx
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odnosno,

(−3A−Bx+ A+Bx) cosx+ (B − Ax− 3B + Ax) sinx = sinx

Dakle, A = 0 i −2B = 1 tj B = −1
2
, pa je yp = −1

2
x sinx.

Ostaje jox da primenimo metodu varijacije konstanti na f2 =
1

sinx
. U ovom

sluqaju �emo imati tri jednaqine u sistemu:

c′1(x) + c′2(x) cosx+ c′3(x) sinx = 0

−c′2(x) sinx+ c′3(x) cosx = 0

−c′2(x) cosx− c′3(x) sinx =
1

sinx
Pomno�imo drugu jednaqinu sa sinx, a tre�u sa cosx. Dobijamo

c′1(x) + c′2(x) cosx+ c′3(x) sinx = 0

−c′2(x) sin2 x+ c′3(x) sinx cosx = 0

−c′2(x) cos2 x− c′3(x) sinx cosx =
cosx

sinx
Kada saberemo drugu i tre�u jednaqinu, sistem se svodi na

c′1(x) + c′2(x) cosx+ c′3(x) sinx = 0

−c′2(x) sin2 x+ c′3(x) sinx cosx = 0

−c′2(x) =
cosx

sinx
Dakle, c2(x) = − ln | sinx|+D2. Da	e,

cosx

sinx
sin2 x+ c′3(x) sinx cosx = 0

pa je c3(x) = −x+D3. Na kraju,

c′1 =
cosx

sinx
cosx+ sinx =

1

sinx

Sada je, uz smenu x = 2t

c1(x) =

∫
dx

sinx
=

∫
2dt

sin 2t
=

∫
2

2 sin t cos t
=

∫
sin2 t+ cos2 t

sin t cos t

=

∫
sin t

cos t
+

∫
cos t

sin t
= − ln | cos t|+ ln |sint| = ln

∣∣∣ sin x
2

cos x
2

∣∣∣+D1

Dakle, opxte rexe�e je

y(x) = ln
∣∣∣ sin x

2

cos x
2

∣∣∣+D1 + (− ln | sinx|+D2) cosx+ (−x+D3) sinx−
1

2
x sinx
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3 Smena promen	ive

Zadatak 11 Odrediti opxte rexe�e jednaqine xy′′−2(x−1)y′+(x−2)y = 0
uvode�i smenu y = u(x) + v(x)

Rexe�e Najpre moramo da diferenciramo smenu, dva puta, kako bi je zame-
nili u datu jednaqinu (umesto u(x), v(x), pixemo u, v).

y′ = u′v + v′u

y′ = u′′v + u′v′ + v′′u+ u′v′ = u′′v + 2u′v′ + v′′u

Nakon zamene u polaznu jednaqinu dobijamo

x(u′′v + 2u′v′ + v′′u)− 2(x− 1)(u′v + v′u) + (x− 2)uv = 0

Grupiximo sada qlanove uz u′′, u′ i u. Dobijamo

u′′xv + (2v′x− 2(x− 1)v)u′ + (xv′′ − 2(x− 1)v′ + (x− 2)v)u = 0

Sada �emo ra�iti funkciju v tako da se qlan uz u′ anulira, odnosno tako da
je

2v′x− 2(x− 1)v = 0

Ovo je jednaqina prvo reda koja razdvaja promen	ive xto se lako vidi nakon
xto sve v prebacimo na levu stranu, a sve x na desnu

dv

v
=
x− 1

x

�eno rexe�e je ln |v| = x − ln |x| + C. Napiximo levu stranu jednakosti
na slede�i naqin ln |v| = ln ex − ln |x| + lnC1 tj. ln |v| = ln C1ex

|x| . Kako data
jednakost va�i za bilo koji izbor konstante C1, mo�emo uzeti da je C1 = 1.
Dakle, v = ex

x
. Sada, kada smo naxli funkciju v(x), ostaje da odredimo xta

treba da bude u(x). Iz tog razloga, na�imo prvi i drugi izvod od v(x) i
ubacimo u jednaqinu.

v′ =
(x− 1)ex

x2

v′′ =
(x2 − 2x+ 2)ex

x3

Ubacimo dobijeno u jednaqinu

u′′x
ex

x
+ (

(x2 − 2x+ 2)ex

x2
− 2

(x− 1)2

x2
ex + (x− 2)

ex

x
)u = 0
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Nakon sre�iva�a, dobijamo jednaqinu

u′′ = 0

qija je karakteristiqna jednaqina

λ2 = 0

odnosno, λ = 0 je dvostuka nula, pa je u = c1 + c2x. Konaqno, kako je y = uv,
opxte rexe�e je

y = (c1 + c2x)
ex

x

Zadatak 12 Na�i opxte rexe�e jednaqine y′′ + 2xy′ + (2 + x2)y = e−x
2/2,

uvode�i smenu y = z(x)e−x
2/2

Rexe�e Najpre treba diferencirati smenu (dva puta), kao bismo odredili
qemu su jednaki izvodi tra�ene funkcije y, nakon ovako uvedene smene. Imamo
(radi preglednosti pixemo z, z′. . . , umesto z(x), z′(x). . . )

y′ = z′e−x
2/2 − xe−x2/2z = e−x

2/2(z′ − xz)

y′′ = (z′′ − z − xz′)e−x2/2 − xe−x2/2(z′ − xz) = e−x
2/2(z′′ − 2xz′ − z + x2z)

Obacimo sada dobijeno u polaznu jednaqinu i grupiximo qlanove uz z, z′, z′′

e−x
2/2(z′′ − 2xz′ − z + x2z) + 2xe−x

2/2(z′ − xz) + (2 + x2)ze−x
2/2 = e−x

2/2

e−x
2/2z′′ + e−x

2/2z = e−x
2/2

Nakon mno�e�a sa ex
2/2 dobijamo jednaqinu sa konstantnim koeficijentima

z′′ − z = 1

qija je odgovaraju�a homogena, odnosno karakteristiqna jednaqina

z′′ + z = 0

λ2 + 1 = 0

Kako je λ1/2 = ±i, rexe�e homeogene jednaqine je yh = c1 cosx+ c2 sinx. Par-
tikularno rexe�e je polinom nultog stepena yp = A, pa lako nalazimo da je
A = 1. Dakle, funkcija z(x) je oblika

z = c1 cosx+ c2 sinx+ 1

Kako je y = ze−x
2/2, opxte rexe�e je

y = c1e
−x2/2 cosx+ c2e

−x2/2 sinx+ e−x
2/2
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Zadatak 13 Rexiti jednaqinu 4x4y′′ + (8x3 − 4x2)y′ + y = e−1/x koriste�i

smenu x = 1/t

Rexe�e Podsetimo se najpre izvoda slo�ene funkcije. Ako je y = y(x), a
uvodimo smenu x = x(t), tada dobijamo slo�enu funkciju y = y(x(t)). Prvi
i drugi izvod takve funkcije je

y′ =
dy

dt

dt

dx
= y′t · t′x, i analogno

y′′ =
dy′t
dt

dt

dx
= (y′′t · t′x + y′t · t′′x) · t′x

U ovom sluqaju, kako je x = 1
t
, to je dx = − 1

t2
dt, pa je dt

dx
= −t2. Sada je

y′ = y′tt
′
x = −y′tt2

y′′ = (y′′t (−t2) + y′t(−2t))(−t2) = y′′t t
4 + 2y′tt

5

Ubacimo dobijeno u polaznu jednaqinu (uz to, umesto x pixemo 1/t)

4

t4
(y′′t t

4 + 2y′tt
3) + (

8

t3
− 4

t2
)(−y′tt2) + y = e−t

4y′′t +
8

t
y′t −

8

t
y′t + 4y′t + y = e−t

4y′′t + 4y′t + y = e−t

Ovim smo datu jednaqinu sa funkcionalnim koeficijentima sveli na jednaq-
inu sa konstantnim koeficijentima. �oj odgovaraju�a homogena jednaqina
je 4y′′t + 4y′t + y = 0, a karakteristiqna jednaqina je 4λ2 + 4λ+ 1 = 0. Dakle,

λ1 = λ2 = −
1

2
, pa je yh = c1e

− 1
2
x + c2xe

− 1
2
x.

Partikularno rexe�e mo�emo da na�emo metodom neodre�enih koefici-
jenata. Imamo da je α = 0 i Pn(x) = 1, pa je partikularno rexe�e oblika
yp = Ae−t. Na�imo prvi i drugi izvod

y′p = −Ae−t, y′′p = Ae−t

i ubacimo u jednaqinu

4Ae−t − 4Ae−t + Ae−t = e−t/et

Dakle, dobijamo da je A = 1 tj yp = e−t, odnosno opxte rexe�e je

y(t) = c1e
− 1

2
x + c2xe

− 1
2
x + e−t
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Zadatak 14 Na�i opxte rexe�e jednaqine sin2 xy′′+tg xy′−cos2 xy = cos2 x ln sinx
uvode�i smenu sinx = et.

Rexe�e. Kako je cosxdx = etdt, odnosno dt
dx

=
√
1− e2te−t, imamo

y′ = y′t
dt

dx
= y′t
√
1− e2te−t

y′′ =
dy′

dt

dt

dx
= (y′′t

√
1− e2te−t + y′t(−

e2t√
1− e2t

e−t − e−t
√
1− e2t))(

√
1− e2te−t)

= y′′t (1− e2t)e−2t − y′te−2t

Ubacimo dobijeno u polaznu jednaqinu i uz to zamenimo cosx =
√
1− e2t da

bismo dobili

e2t(y′′t (1− e2t)e−2t − y′te−2t) +
et√

1− e2t
√
1− e2te−ty′t − (1− e2t)y = (1− e2t)t

y′′t (1− e2t)− y′t + y′t − (1− e2t)y = (1− e2t)t

Konaqno, nakon mno�e�a sa (1 − e2t)−1 dobijamo jednaqinu sa konstantnim
koeficijentima y′′t −y = t. Homogeno rexe�e ove jednaqine je yh = c1e

t+c2e
−t,

a partikularno rexe�e je polinom prvog stepena, dakle yp = At+B. Poxto
je y′′p = 0, imamo −At−B = t, pa je A = −1, a B − 0. Dakle, opxte rexe�e je

y = c1e
t + c2e

−t − t

Kada vratimo smenu dobijamo

y = c1e
ln sinx + c2e

ln cosx − ln sinx = c1 sinx+ c2 cosx− ln sinx

Zadatak 15 Rexiti jednaqinu y′′+
2x

1 + x2
y′+

1

(1 + x2)2
y =

1√
1 + x2

koriste�i

smenu t = arctg x

Rexe�e Imamo dt = dx
1+x2

pa je dt
dx

= 1
1+x2

, odnosno za x = tg t, dt
dx

= cos2 t.
Na�imo prvi i drugi izvod

y′ = y′t cos
2 t

y′′ = (y′′t cos
2 t− 2 sin t cos ty′t) cos

2 t

i ubacimo u polaznu jednaqinu

y′′t cos
4 t− 2 sin t cos3 ty′t + 2 tg t cos2 ty′t cos

2 t+ cos4 ty = cos t
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Nakon sre�iva�a i mno�e�a sa 1
cos4 t

dobijamo

y′′t + y =
1

cos3 t

qije je homogeno rexe�e yh = c1 cos t+c2 sin t, a partikularno tra�imo metodom
varijacije konstanti. Dobijamo sistem

c′1 cos t+ c′2 sin t = 0

−c′1 sin t+ c′2 cos t =
1

cos3 t

Kada prvu jednaqinu pomno�imo sa sin t, a drugu sa cos t i saberemo ih, do-
bijamo

c′1 cos t+ c′2 sin t = 0

c′2 =
1

cos2 t

Dakle, nakon integracije, c2 = − ctg t+D2, c1 = − 1
cos2 t

+D1. Opxte rexe�e
je

y = (− 1

cos2 t
+D1) cos t+ (− ctg t+D2) sin t

4 Ojlerova diferencijalna jednaqina

Oblik: xny(n) + xn−1y(n−1) + · · ·+ xy′ + y = f(x)

Smena: x = et,
dt

dx
= e−t

Zadatak 16 Rexiti jednaqinu x2y′′ + xy′ − 2y = x lnx

Rexe�e Nakon uvo�e�a smene x = et, na�imo prvi i drugi izvod

y′ = y′t
dt

dx
= y′te

−t

y′′ = (y′′t e
−t − e−ty′t)e−t = y′′t e

−2t − y′te−2t

i ubacimo u polaznu jednaqinu. Dobijamo

e2t(y′′t e
−2t − y′te−2t) + ety′te

−t − 2y = tet

odnosno
y′′t − 2y = tet
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Kako je karakteristiqna jednaqina odgovaraju�e homogene jednaqine λ2− 2 =
0, to je homogeno rexe�e yh = c1e

√
2t + c2e

−
√
2t, dok je partikularno rexene

oblika yp = (At + B)et. Ostaje da diferenciramo partikularno rexe�e i
zamenimo u prethodnu jednaqinu

y′p = Aet + (At+B)et = (At+ (A+B))et

y′′ = (At+ (2A+B))et

Dakle,
(At+ (2A+B))et − 2(At+B)et = tet

Nakon mno�e�a sa e−t i izjedanqava�am koeficijenata dobijamo sistem

−At = t i 2A−B = 0, pa je
A = −1, B = −2

Konaqno, opxte rexe�e je

y = c1e
√
2t + c2e

−
√
2t − t− 2

Zadatak 17 Rexiti (2x+ 1)2y′′ − 2(2x+ 1)y′ + 4y = 0

Rexe�e U ovom sluqaju smena �e biti 2x + 1 = et, pa je dt
dx

= 2e−t. ponovo
tra�imo prvi i drugi izvod

y′ = y′t2e
−t

y′′ = (2e−ty′′t − 2e−ty′t)2e
−t = 4e−2ty′′t − 4e−ty′t

Zamenimo dobijeno u polaznu jednaqinu

e2t(4e−2ty′′t − 4e−ty′t)− 2ety′t2e
−t + 4y = 0

Nakon sre�iva�a jednaqina postaje

4y′′t − 8y′t + 4y = 0⇔ y′′t − 2y′t + 1 = 0,

dok je �ena karakteristiqna jednaqina (λ − 1)2 = 0 tj., λ = 1 je dvostruka
nula. Dakle, opxte rexe�e je

y = c1e
t + c2te

t


