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Glava 1

Funkcionalni redovi

1.1 Teorija

Definicija 1. Niz funkcija {fn(x)} , fn : E → R, n ∈ N, pro-
sto, odnosno taqka po taqka, konvergira ka funkciji
f : E → R ako za svako fiksirano x0 ∈ E brojni niz
{fn(x)0)} konvergira ka broju f(x0), a za skup E ka�emo
da je interval konvergencije. Oznaka za prostu, taqka
po taqka, konvergenciju je fn(x)→ f(x), x ∈ E.

Definicija 2. Niz funkcija {fn(x)} , fn : E → R, n ∈ N, rav-
nomerno, odnosno uniformno, konvergira ka funkciji
f : E → R, na skupu E ako va�i
(∀ε > 0) (∃n0 = n0 (ε)) (∀n > n0 ∧ ∀x ∈ E ⇒ |fn(x)− f(x)| < ε).
Oznaka za ravnomernu, uniformnu, konvergenciju je
fn(x) ⇒ f(x), x ∈ E.

Definicija 3. Funkcionalni red
∑∞

n=1 fn(x) = f1(x)+f2(x)+
· · · + fn(x) + · · · , gde fn : E → R, E ⊆ R, prosto, odno-
sno taqka po taqka, konvergira svojoj sumi S(x) ako niz
parcijalnih suma Sn(x) = f1(x) = · · ·+ fn(x) prosto kon-
vergira ka S(x).

3



1.1. TEORIJA GLAVA 1. FUNKCIONALNI REDOVI

(Prostije reqeno: Funkcionalni red konvergira u taq-
ki x0 ∈ E, ako brojni red konvergira

∑∞
n=1 fn(x0).)

Definicija 4. Funkcionalni red
∑∞

n=1 fn(x) = f1(x)+f2(x)+
· · · + fn(x) + · · · , gde fn : E → R, E ⊆ R, ravnomerno kon-
vergira svojoj sumi S(x) ako niz parcijalnih suma Sn(x)
ravnomerno konvergira na E ka S(x).

Definicija 5. Funkcionalni red
∑∞

n=1 fn(x) = f1(x)+f2(x)+
· · ·+ fn(x)+ · · · , gde fn : E → R, E ⊆ R, apsolutno konver-
gira ako red

∑∞
n=1 |fn(x)| = |f1(x)|+ |f2(x)|+ · · ·+ |fn(x)|+

· · · , prosto konvergira.
(Prostije reqeno: Funkcionalni red apsolutno konver-
gira na intervalu D, ako za svako x0 ∈ D va�i da brojni
red

∑∞
n=1 |fn(x0)| konvergira.)

Primer 1:

Koxi
∑∞

n=1

nn

(1 + x2)n

l = limn→∞
n

√
nn

(1 + x2)n
=

n

(1 + x2)
= ∞ za ∀x ∈ R. Interval

konvergencije je (−∞,+∞).

Primer 2:

Dalamber
∑∞

n=1(−1)n−1nenx

l = limn→∞
n+ 1

n
ex = ex

- kada je l = ex < 1⇔ x ∈ (−∞, 0) red konvergira

- kada je x ≥ 0 red divergira.
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GLAVA 1. FUNKCIONALNI REDOVI 1.1. TEORIJA

Kriterijumi ravnomerne konvergencije funkcional-
nih redova:

Vajerxtrasov stav: Ako je dat funkcionalni red
∑∞

n=1 fn(x) =
f1(x) + f2(x) + · · · + fn(x) + · · · , fn : E → R, E ⊆ R, i za svako
fn(x), postoji fn ∈ R, tako da va�i |fn(x)| < fn,∀x ∈ E i ako
brojni red

∑∞
n=1 fn konvergira onda funkcionalni red rav-

nomerno konvergira za x ∈ E.
dokaz:
Neka je

∑∞
n=1 fn(x) = S(x), a parcijalne sume funkcionalnog

reda oznaqimo sa Sn(x) =
∑n

k=1 fk(x) a sa sn =
∑n

k=1 fk parci-
jalne sume brojnog reda. Dokaz teoreme direktno sledi iz
qiǌenice da va�i
supx∈E |S(x)− Sn(x)| < supx∈E (|fn+1(x)|+ |fn+2(x)|+ · · · )
= supx∈E |fn+1(x)|+supx∈E |fn+2(x)|+· · · < fn+1+fn+2+· · · = s−sn.

Primer 3:

Ispitati ravnomernu konvergenciju i interval konvergen-
cije funkcionalnog reda

∑∞
n=1

cosnx
n2 .

Uoqimo da va�i | cosnx
n2 | ≤ 1

n2 ,∀x ∈ R, a kako red
∑∞

n=1
1
n2 kon-

vergira to zakǉuqujemo da i funkcionalni red ravnomerno
konvergira za x ∈ R.

Osobine ravnomerno konvergentnih funkcionalnih re-
dova:

Teorema 1: Ako funkcionalni red
∑∞

n=1 fn(x) ravnomerno
konvergira na segmentu [a, b] i funkcija g(x) je ograniqena
na segmentu [a, b], onda funkcionalni red

∑∞
n=1 fn(x)g(x) rav-

nomerno konvergira na segmentu [a, b].
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1.1. TEORIJA GLAVA 1. FUNKCIONALNI REDOVI

dokaz:∑∞
n=1 fn(x) ⇒ S(x) na [a, b] i |g(x)| ≤ M,∀x ∈ [a, b] onda vaz-

hi (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)|S(x) − Sn(x)| < ε
M

i |S(x)g(x) −
Sn(x)g(x)| = |g(x)||S(x)− Sn(x)| < M ε

M
= ε.

Teorema 2: Funkcije fn(x) su neprekidne na [a, b], i
∑∞

n=1 fn(x)
ravnomerno konvergira na segmentu [a, b] onda je

∑∞
n=1 fn(x) =

S(x) tako�e neprekidna funkcija na segmentu [a, b].
dokaz:

∑∞
n=1 fn(x) ⇒ S(x)(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)|S(x) −

Sn(x)| < ε
3
pa tako�e za neko h > 0 va�i |S(x+h)−Sn(x+h)| < ε

3
.

Zbog neprekidnosti funkcija fn(x) imamo da je i parcijal-
na suma Sn0 neprekidna funkcija kao konaqan zbir nepre-
kidnih funkcij, pa va�i |Sn0(x + h) − Sn0(x)| < ε

3
. Tada va�i

|S(x+h)−S(x)| = |S(x+h)−Sn0(x+h)+Sn0(x+h)−Sn0(x)+Sn0(x)−
S(x)| < |S(x+h)−Sn0(x+h)|+|Sn0(x+h)−Sn0(x)|+|Sn0(x)−S(x)| =
ε
3
+ ε

3
+ ε

3
= ε.

Primer:
∑∞

n=1 x
n−1(1 − x) = (1 − x) + x(1 − x) + x2(1 − x) +

· · · , Sn(x) = (1− x)1− x
n

1− x
= 1− xn

lim
n→∞

Sn(x) =

{
1, x ∈ [0, 1)
0, x = 1

S(x) =

{
1, x ∈ [0, 1)
0, x = 1

S(x) nije neprekidna funkcija na segmentu [0, 1] a funkcije
fn(x) jesu. Ali ni red

∑∞
n=1 x

n−1(1 − x) nije ravnomerno kon-
vergentan jer |S(x)− Sn(x)| ≤ xn < ε za n > n0 gde je xn < ε, za
n > logx ε =

ln ε
lnx

pa imamo n0 = n0(x) (n zavisi o dx).

Teorema 3: Neka red
∑∞

n=1 fn(x) = S(x) ravnomerno konver-
gira na segmentu [a, b] i neka su fn(x) neprekidne funkcije na
istom segmentu. Onda va�i∫ x

x0

(
∞∑
n=1

fn(t)

)
dt =

∞∑
n=1

∫ x

x0

fn(t)dt, x, x0 ∈ [a, b].
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GLAVA 1. FUNKCIONALNI REDOVI 1.1. TEORIJA

Dokaz: Kako red
∑∞

n=1 fn(x) = S(x) ravnomerno konvregira to
za ε

b−a postoji n0 ∈ N tako da za svako n > n0 va�i |S(x) −
Sn(x)| < ε

b−a .∣∣∣∣∫ x

x0

S(t)dt−
∫ x

x0

Sn(t)dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ x

x0

(S(t)− Sn(t))dt
∣∣∣∣ ≤∫ x

x0

ε

b− a
dt =

ε

b− a
|x− x0| <

ε

b− a
(b− a) = ε.

Dakle

∫ x

x0

S(t)dt = lim
n→∞

∫ x

x0

Sn(t)dt = lim
n→∞

∫ x

x0

n∑
k=1

fk(t)dt =

= lim
n→∞

n∑
k=1

∫ x

x0

fk(t)dt =
∞∑
k=1

∫ x

x0

fk(x).

Teorema 4: Neka red
∑∞

n=1 fn(x) konvergira i nake funkcije
fn(x) imaju neprekidne izvode, a red

∑∞
n=1 f

′
n(x) ravnomerno

konvergira na segmentu [a, b]. Onda za svako x ∈ [a, b] va�i(
∞∑
n=1

fn(x)

)′
=
∞∑
n=1

f ′n(x).

Dokaz:
∑∞

n=1 fn(x) = S(x),
∑∞

n=1 f
′
n(x) = σ(x), za neko x, x0 ∈ [a, b]

va�i
∫ x

x0

σ(t)dt =

∫ x

x0

(
∞∑
n=1

f ′n(t)

)
dt =

∞∑
n=1

∫ x

x0

f ′n(t)dt =
∞∑
n=1

(fn(x)−

fn(x0)) =
∞∑
n=1

fn(x) −
∞∑
n=1

fn(x0) = S(x) − S(x0). Prema Teoremi
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1.2. STEPENI REDOVI GLAVA 1. FUNKCIONALNI REDOVI

2 σ(x) je neprekidna funkcija i zato va�i
∫ x

x0

σ(t)dt = S(x)−

S(x0). Ako sada diferenciramo levu i desnu stranu dobija-

mo
(∫ x

x0

σ(t)dt

)
= S ′(x) tj. σ(x) = S ′(x) odnosno

∑∞
n=1 f

′
n(x) =

(
∑∞

n=1 fn(x))
′
.

1.2 Stepeni redovi

1.2.1 Uopxteno o stepenim redovima
Stepeni redovi su funkcionalni redovi oblika

∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·

ili redovi oblika

∞∑
n=0

an(x− x0)n = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + · · · ,

gde je ai ∈ R i nazivaju se koeficijenti reda.

Abelova teorema:
(1) Ako stepeni red

∑∞
n=0 anx

n konvergira za x = x1 6= 0 on-
da apsolutno konvergira za svaku vrednosti tako da va�i
|x| < |x1|.
(2) Ako stepeni red

∑∞
n=0 anx

n divergira za x = x2 onda di-
vergira za svako x tako da |x| > |x2|.
Dokaz: (1) Ako red

∑∞
n=0 anx

n konvergira za x = x1 onda∑∞
n=0 anx

n
1 konvergira pa limn→∞ anx

n
1 = 0. Onda postoji M > 0

tako da va�i |anxn1 | < M za svako n poqev od nekog n0. Po-
smatrajmo red

∑∞
n=0 |anxn| gde je |x| < |x1| i uoqimo |anxn| =

|anxn1 || xx1 |
n ≤Mqn gde je q = | x

x1
| < 1. Red

∑
Mqn je geometrijski
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GLAVA 1. FUNKCIONALNI REDOVI 1.2. STEPENI REDOVI

i konvergira. Po poredbenom kriterijumu
∑
anx

n konvergi-
ra za |x| < |x1|.
Sliqno se dokazuje i za (2).

Teorama Postoji jedinstveno R > 0 za svaki stepeni red∑∞
n=0 anx

n tako da red apsolutno konvergira za |x| < R i di-
vergira za |x| > R.

Definicija:Interval konvergencije stepenog reda
∑∞

n=0 anx
n

je (−R,R), a R nazivamo polupreqnik konvergencije.

Red apsolutno konvergira na (−R,R), dok u krajevima in-
tervala konvergencije mo�e da konvergira ili da divergi-
ra. Isto va�i i za stepeni red oblika

∑∞
n=0 an(x− x0)n, ali

tada interval konvergencije izgleda (x0 −R, x0 +R).
Ako je l = limn→∞ |an+1

an
|, gde je 0 < l < ∞, onda je R = 1

l
.

Ako posmatramo red apsolutnih vrednosti
∑∞

n=0 |anxn|, pre-
ma Dalamberovom kriterijumu konvergencije imamo
limn→∞ |an+1xn+1

anxn
| = |x| limn→∞

|an+1|
|an| = |x|l i za l|x| < 1 red kon-

vergira. Tada imamo da je |x| < 1
l
= R, te zakǉuqujemo da je

kao posledica Dalamberovog kriterijuma konvergencije
R = limn→∞ | an

an+1| , sliqno mo�emo da zakǉuqimo da iz Koxi-

jevog kriterijuma konvergencije sledi R =
1

limn→∞
n
√
|an|

.

Primer 1: Odrediti oblast konvergencije stepenog reda∑∞
n=1

(−1)n−1

n2n
(x+ 2)n.

R = limn→∞ |
1
n2n
1

(n+1)2n+1
| = limn→∞

2(n+1)
n

= 2.

Dakle, stepeni red apsolutno konvergira za |x + 2| < 2, dok
za |x+ 2| > 2 stepeni red divergira.
Ako je x+2 = 2 tada funkcionalni red postaje brojevni red∑∞

n=1
(−1)n−1

n
koji ne konvergira apsolutno, ali konvergira

uslovno po Lajbnicovom kriterijumu konvergencije, dok ako
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1.2. STEPENI REDOVI GLAVA 1. FUNKCIONALNI REDOVI

je x + 2 = −2, red se transformixe u brojevni red
∑∞

n=1
−1
n

koji divergira. Oblast konvergencije ovog reda je (−4, 0].

Primer 2: Odrediti oblast konvergencije stepenog reda∑∞
n=1

(−1)n
nn

(x− 2)n.
R = limn→∞

n
√
nn = n =∞ paje oblast konvergencije ovog ste-

penog reda (−∞,+∞).

Primer 3: Odrediti oblast konvergencije stepenog reda∑∞
n=1 n!x

n.
R = limn→∞

n!
(n+1)!

= limn→∞
1

n+1
= 0, pa zakǉuqujemo da red

konvergiga samo za x = 0.

1.2.2 Osobine stepenih redova
Teorema 1: Stepeni red

∑∞
n=0 anx

n apsolutno i ravnomer-
no konvergira na svakom segmentu [−a, a] ⊂ (−R,R), a > 0.

Dokaz: Za neko a, 0 < a < R va�i |anxn| ≤ |anan| i kako po
Vajerxtrasovom kriterijumu red

∑∞
n=0 |anan| konvergira to

zakǉuqujemo da poqetni red konvergira apsolutno i ravno-
merno na [−a, a].

Teorema 2 : Suma S(x) =
∑∞

n=0 anx
n je neprekidna na inter-

valu konvergencije (−R,R).

Dokaz: Neka je x ∈ (−R,R), tada sigurno postoji neko a <
R tako da x ∈ [−a, a]. anxn su neprekidne funkcije a red∑∞

n=0 anx
n ravnomerno konvergira na [−a, a] pa je

S(x) =
∑∞

n=0 anx
n neprekidna funkcija.

Druga Abelova teorema : Suma S(x) =
∑∞

n=0 anx
n je ne-

prekidna za x = R ako je red konvergentan u toj taqki. Isto
va�i i za x = −R.
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Integraǉeǌe stepenih redova

Teorema 3: Stepeni red
∑∞

n=0 anx
n se

mo�e integraliti qlan po qlan na intervalu konvergen-
cije (−R,R) i polupreqnik konvergencije tako dobijenog re-
da je isti kao polupreqnik konvergencije poqetnog reda.∫ x

0

(
∞∑
n=0

ant
n

)
dt =

∞∑
n=0

an
n+ 1

xn+1, x ∈ (−R,R).

Dokaz: Neka je x ∈ (−R,R), tada sigurno postoji neko a <
R, tako da x ∈ [−a, a]. Red

∑∞
n=0 anx

n ravnomerno konver-

gira na [−a, a], pa va�i
∫ x

0

(
∞∑
n=0

ant
n

)
dt =

∞∑
n=0

∫ x

0

ant
ndt =

∞∑
n=0

an
n+ 1

xn+1, x ∈ (−R,R). R′ = limn→∞
| an
n+1
|

|an+1
n+2

|
= limn→∞ | anan+1

| =

R.

Diferenciraǌe stepenih redova

Teorema 4: Stepeni red
∑∞

n=0 anx
n se mo�e diferencira-

ti qlan po qlan na intervalu konvergencije (−R,R) i polu-
preqnik konvergencije tako dobijenog reda je isti kao polu-
preqnik konvergencije poqetnog reda.

S ′(x) =

(
∞∑
n=0

anx
n

)′
=
∞∑
n=1

nanx
n−1.

Dokaz: Neka je x ∈ (−R,R), tada sigurno postoji neko a < R,
tako da x ∈ [−a, a]. Red

∑∞
n=0 anx

n ravnomerno konvergira na
[−a, a], pa va�i (

∑∞
n=0 anx

n)
′
=
∑∞

n=0(anx
n)′ =

∑∞
n=1 nanx

n−1, x ∈
(−R,R). R′ = limn→∞ | nan

(n+1)an+1
| = R.
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Tejlorov red

Definicija: Funkcija f(x) se mo�e predstaviti kao ste-
peni red

∑∞
n=0 anx

n na (−R,R), ako red na tom intervalu kon-
vergencije konvergira funkciji f(x).

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n

Teorema 5: Ako se funkcija f(x) mo�e predstaviti kao ste-
peni red na (−R,R), onda je to predstavǉaǌe jedinstveno,
tj. koeficijenti stepenog reda an su jedinstveni.

Dokaz: f(x) =
∑∞

n=0 anx
n

f ′(0) = a1, f
′′(0) = 2!a2, ..., f

(n)(0) = n!an

an =
f (n)(0)

n!

Definicija:
∑∞

n=0
f (n)(0)
n!

(x − x0)
n = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +

f ′′(x0)
2!

(x − x0)
2 + · · · je Tejlorov red funkcije f(x) u okoli-

ni taqke x0. Kada je tacka x0 = 0 Tejlorov razvoj nazivamo
Maklorenov red.

Teorema 6: Potreban i dovoǉan uslov da bi se funkcija
imala razvoj u stepeni red na nekom intervalu konvergenci-
je jeste da ta funkcija ima izvode n−tog reda na tom inter-
valu.

Maklorenov red elementarnih funkcija:

1. f(x) = ex, f (n)(x) = ex, f (n)(0) = 1 pa je razvoj funkcije u
stepeni red

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ · · · , R =∞
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GLAVA 1. FUNKCIONALNI REDOVI 1.2. STEPENI REDOVI

2. f(x) = sin x, f (n)(x) = | sin(x+ nπ
2
)|,

f (n)(x) =

{
0, n = 2k, k ∈ Z

(−1)k, n = 2k + 1, k ∈ Z

sinx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · · , R =∞

3. f(x) = cos x, f (n)(x) = | cos(x+ nπ
2
)|,

f (n)(x) =

{
(−1)k, n = 2k, k ∈ Z
0, n = 2k + 1, k ∈ Z

cosx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · · , R =∞

4. f(x) = (1 + x)α, x > −1, α ∈ R
(1+x)f ′(x) = αf(x), ako je f(x) = a0+a1x+a2x

2+ · · · onda
je f ′(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x

2 + · · · pa imamo
a1+2a2x+3a3x

2+ · · ·+a1x+2a2x
2+3a3x

3+ · · · = αa0+αa1x+
αa2x

2 + · · ·
odavde izvlaqimo da je a1 = αa0, f(0) = 1 = a0 pa je
a1 = α, daǉe 2a2 + α = α2, a2 = α(α−1)

2
, konaqno imamo

nan + (n+ 1)an+1 = αan, an+1 =
(α−n)
(n+1)

an

(1+x)α =
∞∑
n=0

(
α
n

)
xn = 1+αx+

(
α
2

)
x2+

(
α
3

)
x3+ · · ·

R = limn→∞

∣∣∣∣ α(α−1)···(α−n+1)
n!

α(α−1)···(α−n)
(n+1)!

∣∣∣∣ = limn→∞ | n+1
α−n | = 1, x ∈ (−1, 1)

5. f1(x) = 1
1−x , f2(x) =

1
1+x

, x ∈ (−1, 1)

1

1− x
=
∞∑
n=0

xn = 1 + x+ x2 + x3 + · · ·

13



1.2. STEPENI REDOVI GLAVA 1. FUNKCIONALNI REDOVI

1

1 + x
=
∞∑
n=0

(−1)nxn = 1− x+ x2 − x3 + · · ·

6. f(x) = ln(1− x), x > −1

ln(1 + x) =

∫ x

0

dt

1 + t
=

∫ x

0

(1− t+ t2 − t3 + · · · )dt = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · ·

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
= x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · · , (−1, 1]

Primer 1: Razviti funkciju f(x) = 1
4−x u stepeni red oko

x0 = 2.

Poxto je potrebno funkciju razviti u okolini dvojke, ste-
peni red mora biti oblika

∑∞
n=1 an(x− 2)n.

1

4− x
=

1

2− (x− 2)
=

1

2

1

1− x−2
2

=
1

2

∞∑
n=0

(
x− 2

2

)n
=

=
∞∑
n=0

(x− 2)n

2n+1
, |x− 2

2
| < 1.

Primer 2: Razviti funkciju f(x) = 1
x2−3x+2

u stepeni red
oko x0 = 0.

f(x) =
1

x2 − 3x+ 2
=

1

x− 2
+

1

x− 1
= −1

2

1

1− x
2

− 1

1− x
=

= −1

2

∞∑
n=0

(x
2

)n
−
∞∑
n=0

xn =
∞∑
n=0

(
−1− 1

2n+1

)
xn.
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GLAVA 1. FUNKCIONALNI REDOVI 1.2. STEPENI REDOVI

Primer 3: Razviti funkciju f(x) = arcsinx u stepeni red
oko x0 = 0.

f ′(x) =
1√

1− x2
= (1− x2)−

1
2 =

∞∑
n=0

(
−1

2

n

)
(−x2)n;

∫ x

0

f ′(t)dt =

∫ x

0

(
∞∑
n=0

(
−1

2

n

)
(−1)nt2n

)
dt;

arcsinx =
∞∑
n=0

(
−1

2

n

)
(−1)n x

2n+1

2n+ 1
, | − x2| < 1.
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