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Glava 1

Funkcije vixe
promenǉivih

1.1 Uvod
Definicija 1: Preslikavaǌe f : D → R, gde je D ⊆ Rn,

zovemo realnom funkcijom od n realnih promeǌivih.

Vrednost funkcije u taqki x = (x1, x2, ..., xn) ∈ D oznaqava-
mo sa f(x) ili sa f(x1, x2, ..., xn).
Za n = 2 pisa�emo f = f(x, y)
Za n = 3 pisa�emo f = f(x, y, z)

Da bismo uopxte radili sa funkcijama sa vixe promenǉi-
vih, prvo moramo da uopxtimo pojam rastojaǌa.
Na realnoj pravoj rastojaǌe izme�u dve taqke x, y ∈ R je
dato sa |x− y| i ono ima slede�e osobine:

1. |x− x| = 0

2. |x− y| = |y − x|

3. |x− z| ≤ |x− y|+ |y − z| -nejednakost trougla
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Definicija 2: Preslikavaǌe d : M ×M → R, gde je M 6= ∅
sa osobinama:

1. (∀x, y ∈M) d(x, y) ≥ 0; d(x, y) = 0⇔ x = y

2. (∀x, y ∈M) d(x, y) = d(y, x)

3. (∀x, y ∈M) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

se naziva metrika (rastojaǌe) na skupu M , a par (M,d) je
metriqki prostor.

Primeri:

1. Euklidova metrika: M = R2, ako su A = (x1, y1), B =
(x2, y2) ∈M
d(A,B) =

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

2. M = Rn, A = (a1, a2, ..., an), B = (b1, b2, ..., bn) ∈M
d(A,B) =

√
(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2 + · · ·+ (an − bn)2

Nadaǉe �emo pod d(x, y) Euklidovu metriku.
Definicija 3: ε okolina taqe a je skup:

U(a, ε) = {x ∈M |d(x, a) < ε}
Primer:

1. M = R pa je ε okolina taqke a interval U(a,ε) = {x ∈
R||x− a| < ε} (sl. 1)

2. M = R2, a = (a1, a2) pa je ε okolina taqke a = (a1, a2)
unutraxǌost kruga polupreqnika ε: U(a,ε) = {x ∈ R|(x −
a1)2 + (y − a2)2 < ε} (sl. 2)

3. M = R3, a = (a1, a2, a3) pa je ε okolina taqke a = (a1, a2, a3)
unutraxǌost sfere polupreqnika ε: U(a,ε) = {x ∈ R|(x −
a1)2 + (y − a2)2 + (z − a3)2 < ε} (sl. 3)
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Definicija 4: Skup H ⊆M je otvoren skup ako va�i:

(∀a ∈ H) (∃ε > 0)
(
U(a,ε) ⊆ H

)
.

Dok za skup F ⊆ M ka�emo da je zatvoren ako je skup M \ F
otvoren.

Primer:

1. Primeri odtvorenih skupova su:

(a, b), U(a,ε), ...

2. Primeri zatvorenih skupova su:

[a, b], [a,+∞), {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 ≤ r2}, ...

3. Primer skupa koji nije ni otvoren ni zatvoren:

{(x, y) ∈ R2|x2 + y2 ≤ r2} ∪ {(1, 0)}

4. Primeri skupova koji su i otvoreni i zatvorene:

[0, 1] ∪ {2},R, ∅, ...

Definicija 5: B ⊆ Rn je ograniqen ako postoji a ∈ Rn i
ε > 0 tako da je B ⊆ U(a,ε).
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Primer:

1. Imamo Rn, B = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}. Skup B je
jediniqni kvadrat. Neka je a = (1

2
, 1

2
), ε = 1, pa je epsilon

okolina taqke a, U(a,ε) = {(x, y)|(x− 1
2
)2+(y− 1

2
)2 < 1}. Kako

va�i B ⊆ U(a,ε) zakǉuqujemo da je skup B ograniqen skup.
(sl. 1)

2. Imamo R2, B = {(x, y)|y = x} i kako se ovaj skup ne mo�e
obuhvatiti epsilon okolinom neke taqke to zakǉuquje-
mo da je skup neograniqen.(sl. 2)

x

y

a ε

sl. 1

1

1 x

y

sl. 2

Definicija 6: a ∈ Rn ja taqka nagomilavaǌa skupa S ⊆ Rn

ako
(∀ε > 0) (∃b ∈ S \ {a}) (d(a, b) < ε)

ili
(∀ε > 0) (∃b ∈ S \ {a})

(
b ∈ U(a,ε)

)
.
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1.2 Nizovi
Neka je (am)∈Rn niz taqaka

lim
m→∞

am = a⇔ (∀ε > 0) (∃m0 ∈ N) (∀m ∈ N) (m ≥ m0 ⇒ d(am, a) < ε)

Teorema 1: a je taqka nagomilavaǌa skupa S ⊆ Rn ako i samo
ako (∃(am) ∈ S \ {a}) (limm→∞ am = a).

Teorema 2: Skup F ⊆ Rn je zatvoren ako i samo ako za svaki
konvergentan niz (am), gde am ∈ F , va�i da je limm→∞ am ∈ F .

Primeri:

1. am =
(

1
m
, 2m
m+1

)
, am → (0, 2),m→∞ konvergentan niz.

2. bm =
(

(−1)m

m
, 1 + 1

m
,
(
1 + 1

m

)m)
, bm → (0, 1, e),m → ∞ kon-

vergentan niz.

3. xm =
(
(−1)m, 1

m

)
divergentan niz, ali ograniqen.

4. ym =
(
m2, sinm

m
, (2m)!
mm

)
divergentan i neograniqen niz.

1.3 Graniqna vrednosti funkcije i ne-
prekidnost

Definicija 1: (Koxi) Neka je f : D → R, D ⊆ Rn i x0 ∈
Rn taqka nagomilavaǌa skupa D. Realan broj α je graniqna
vrednost funkcije f (limes) kada x→ x0 ako je:

(∀ε > 0) (∃δ > 0) (∀x ∈ D) (0 < d(x, x0) < δ ⇒ |f(x)− α| < ε)

Oznaka je
lim
x→x0

f(x) = α
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tj. u koordinatnom sistemu x = (x1, x2, ..., xn), x0 = (x0
1, x

0
2, ..., x

0
n)

lim
(x1,x2,...,xn)→(x01,x

0
2,...,x

0
n)
f(x1, x2, ..., xn) = α.

Definicija 2: (Hajne) Neka je x0 ∈ Rn taqka nagomilavaǌa
skupa D i f : D −→ R. Realan broj α je graniqna vrednost
funkcije f kada x te�i x0 ako za svaki niz (xn) ∈ D \ {x0}

lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f(xn) = α.

Teorema 1: Koxijeva i Hajneova definicija graniqne vred-
nosti su ekvivalentne.

Primer: Da li postoji graniqna vrednost:

lim
(x,y)→(0,0)

x√
x2 + y2

=?

Uoqimo dva niza koja te�e ka (0, 0), npr.

xn =
(

1
n
, 1
n

)
, yn =

(
1
n
,
√

3
n

)
xn → (0, 0), f(xn) =

1
n√

1
n2 + 1

n2

=
1
n√
2
n

=
1√
2

yn → (0, 0), f(yn) =
1
n√

1
n2 + 3

n2

=
1
n
2
n

=
1

2

Hajneova definicija graniqne vrednosti ka�e da ako posto-
ji mora biti jedinstvena, pa ovde zakǉuqujemo da graniqna
vrednost funkcije x√

x2+y2
u taqki (0, 0) ne postoji.

Definicija 3: Neka je x0 ∈ D taqka nagomilavaǌa skupa
D i f : D → R. Za funkciju f ka�emo da je neprekidna u
taqki x0 ako i samo ako je limx→x0 f(x) = f(x0).
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Definicija 4: Funkcija f je neprekidna na skupu S ako i
samo ako je neprekidna u svakoj taqki skupa S.

Teorema 2: Ako su funkcije f, g neprekidne u taqki x0, onda
su neprekidne u toj taqki i slede�e funkcije:

f ± g; c · f, c ∈ R; f · g;
f

g
, g(x0) 6= 0.

Teorema 3: (Bolcano-Vajerxtrasova teorema) Ako je skup
K ⊆ Rn kompaktan (zatvoren i ograniqen) i funkcija f je ne-
prekidna na K, onda je funkcija f i ograniqena na skupu K
i postoje taqke a, b ∈ K takve da va�i

f(a) = sup{f(x)|x ∈ K} = max
K

f(x)

f(a) = inf{f(x)|x ∈ K} = min
K

f(x)

tj. neprekidna funkcija na kompaktnom skupu dosti�e svoju
najve�u i najmaǌu vrednost.

1.4 Parcijalni izvodi
f : D → R,D ⊆ Rn, f = f(x1, x2, ..., xn)

Ako fiksiramo promenǉive od x2 do xn, a x1 do�ivǉavamo
kao promenǉivu dobijamo funkcijsu f1 = f1(x1, x

0
2, ..., x

0
n) koja

je funkcija jedne promenǉive, daǉe ako fiksiramo sve osta-
le promenǉive osim x2 dobijamo funkciju f2 = f2(x0

1, x2, ..., x
0
n)

koja je opet funkcija jedne promenǉive, i tako daǉe nasta-
vimo do n, pa dobijamo:
f1 = f1(x1, x

0
2, ..., x

0
n)

f2 = f2(x0
1, x2, ..., x

0
n)

...
...

fn = fn(x0
1, x

0
2, ..., xn)

f ′1 = ∂f
∂x1
≡ f ′x1

f ′2 = ∂f
∂x2
≡ f ′x2

...
...

f ′n = ∂f
∂xn
≡ f ′xn
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Definicija 1: Parcijalni izvod funkcije f po promenǉi-
voj xi, i = 1, n u taqki x0 = (x0

1, x
0
2, ..., x

0
n) je izvod funkcije

fi, i = 1, n (jedne promenǉive) u taqki xi, i = 1, n:

∂f

∂xi
(x0) = lim

h→0

f(x0
1, x

0
2, ..., x

0
i + h, ..., x0

n)− f(x0
1, x

0
2, ..., x

0
i , ..., x

0
n)

h

Primer:

1. Na�i po definiciji parcijalni izvod funkcije f(x, y) =
cosxy u taqki M(1, π

2
) po y.

f ′y(M) =
∂f

∂y
(M) = lim

h→0

f(1, π
2

+ h)− f(1, π
2
)

h
= lim

h→0

cos(π
2

+ h)− cos π
2

h
=

= lim
h→0
−sinh

h
= −1

.

2. Na�i po definiciji parcijalni izvod funkcije f(x, y) =
3xy po x.

f ′x =
∂f

∂x
= lim

h→0

3(x+h)y − 3xy

h
= lim

h→0

3xy(3yh − 1)

yh
y = 3xyy ln 3

.

1.5 Geometrijski smisao parcijalnih
izvoda

Data je funkcija f = f(x, y), i neka su ǌeni parcijal-
ni izvodi u taqki X0(x0, y0) f ′x(X) i f ′y(X) neprekidni. Taqka
M0(x0, y0, z0) (gde je z0 = f(x0, y0)) le�i na povrxi Γ : z =
f(x, y).
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Ako sa c1 oznaqimo preseqnu krivu povrxi Γ i ravni y = y0

onda je ortogonalna projekcija c′1 ove krive na ravan xOz.
Jednaqina krive c′1 je funkcija jedne promenǉive c

′
1 = f(x, y0) =

f1(x).

.

y

z

M0
M ′

0

(x0, y0)
x0

y0

z0

c1
c′1

c2

−→n

−→
tx

−→
ty

tx

ty

φ

t′x

Ugao φ je ugao koji gradi tangenta t′x u taqkiM ′
0 = (x0, 0, z0) na

krivu c′1 sa pozitivnim delom x ose. Koeficijent pravca tan-
gente t′x je ∂f1

∂x
(X0) = tg φ. Primetimo da prema konstrukciji

tangenta tx na krivu c1 u taqki M0 u ravni y = y0 je paralel-
na sa tangentom t′x u taqki M ′

0. Pa imamo da je ∂f
∂x

(X0) = tg φ.
Na sliqan naqin imamo da je presek ravni x = x0 i povrxi
Γ kriva c2, i da je parcijalni izvod funkcije f po promen-
ǉivoj y ustvari koeficijent pravca tangenta ty na krivu c2

u taqki X0.

∂f

∂x
(X0) = p,

∂f

∂y
(X0) = q

t′x : z − f(x0, y0) = p(x− x0)⇔ z − z0

p
=
x− x0

1

tx :
x− x0

1
=
y − y0

0
=
z − z0

p

t′y : z − f(x0, y0) = q(y − y0)⇔ z − z0

q
=
y − y0

1
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ty :
x− x0

0
=
y − y0

1
=
z − z0

q
.

Kako prave tx i ty le�e u istoj ravni, i kako su ǌihovi
vektori pravca

−→
tx = (1, 0, p).

−→
ty = (0, 1, q) to imamo da je vektor

normale ravni koja ih sadr�i:

−→n =
−→
tx ×

−→
ty =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

1 0 p
0 1 q

∣∣∣∣∣∣ = (−p,−q, 1).

Tu ravan nazivamo tangentna ravan povrxi Γ u taqki M0, a
ǌena jednaqina je:

−p(x− x0)− q(y − y0) + (z − z0) = 0.

Primer: Napisati jednaqinu tangentne ravni povrxi z =
4− x2 − y2 u taqki M0(1, 1, 2).

x

y

z

M0

−→n
p = ∂z

∂x
(1, 1) = −2x|(1,1) = −2

q = ∂z
∂y

(1, 1) = −2y|(1,1) = −2
−→n = (2, 2, 1)
2(x− 1) + 2(y − 1) + z − 2 = 0⇔
⇔ 2x+ 2y + z = 6

Postojaǌe parcijalnih izvoda u nekoj taqki nije dovoǉan
uslov za neprekidnost u toj taqki.

Primer:

1. Funkcija f(x, y) =

{
0, xy 6= 0
1, xy = 0

ima prekid u taqki (0, 0):
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xn = ( 1
n
, 1
n
)→ (0, 0), n→∞

f(xn) = f( 1
n
, 1
n
) = 0, n→∞ dok je f(0, 0) = 1

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
=

1− 1

h
= 0

∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
=

1− 1

h
= 0

Parcijalni izvodi postoje i jednaki su 0.

2. Funkcija f(x, y) = |x|+ y je neprekidna u taqki (0, 0) dok
parcijalni izvod po promenǉivoj x ne postoji:

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
=
|h|
h

Definicija 1:
∂2f

∂xi∂xj
=

∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
∂3f

∂xi∂xj∂xk
=

∂

∂xk

(
∂2f

∂xi∂xj

)
...

∂mf

∂xk1∂xk2 · · · ∂xkm
=

∂

∂xkm

(
∂m−1f

∂xk1∂xk2 · · · ∂xkm−1

)
Parcijalne izvode nazivamo mexovitim ako su bar dva k1, kj
me�usobno razliqiti.

Oznake za n = 2 :
∂2z

∂x2
≡ z′′xx ≡ r

∂2z

∂y2
≡ z′′yy ≡ t
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∂2z

∂x∂y
≡ z′′xy ≡ s

Primer: Na�i dvostruke i mexovite izvode funkcije z(x, y) =
xy2 − x2e−y.

z′x = y2 − 2xe−y, z′y = 2xy + x2e−y

z′′xx = ∂
∂x

(z′x) = −2e−y; z′′yy = ∂
∂y

(
z′y
)

= 2x− x2e−y;

z′′xy = ∂
∂x

(
z′y
)

= 2y + 2xe−y; z′′yx = ∂
∂y

(z′x) = 2y + 2xe−y;

Teorema 1(Xvarcova teorema): Ako postoje
∂2f

∂xi∂xj
i

∂2f

∂xj∂xi
na otvorenom skupu G ⊆ Rn. Ako su ovi mexoviti izvodi ne-

prekidni u taqki x ∈ G onda va�i
∂2f

∂xi∂xj
(x) =

∂2f

∂xj∂xi
(x).

Teorema 2(Xvarcova teorema): Neka postoje mexoviti par-
cijalni izvodi m-tog reda funkcije f na otvorenom sku-
pu G ⊂ Rn i neka su oni neprekedni u taqki x ∈ G. Ta-

da se
∂mf

∂xk1∂xk2 · · · ∂xkm
(x) ne meǌa pri permutaciji brojeva

k1, k2, ..., km.

1.6 Diferencijabilnost

Neka je funkcija f , takva da f : D → R;D ⊆ Rn i neka je
X(x1, x2, ..., xn) ∈ D proizvoǉna fiksirana taqka, a H(h1, h2, ..., hn) ∈
Rn, pa imamo da je X +H(x1 + h1, x2 + h2, ..., xn + hn). Totalni
priraxtaj funkcije f u taqki X koji odgovara priraxtaju
promenǉivih H je

∆f(X;H) = f(X+H)−f(X) = f(x1+h1, x2+h2, ..., xn+hn)−f(x1, x2, ..., xn)
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Definicija 1: Funkcija f je diferencijabilna u taqki X
ako postoje ai ∈ R i funkcije εi, n promenǉivih tako da je

∆f(X,H) = a1h1+a2h2+· · ·+anhn+ε1(H)h1+ε2(H)h2+· · ·+εn(H)hn

za svako H ∈ Rn za koje je X+H ∈ D pri qemu je limH→(0,0,...,0) εi(H) =
0, i = 1, 2, ..., n, a izraz a1h1+a2h2+· · ·+anh je totalni diferen-
cijal funkcije f u taqki X koji odgovara promeni argumenta
H. Oznaqavamo ga sa df(X;H) ili df(X) ili df .

Teorema 1: Ako je funkcija f diferencijabilna u taqki X,
onda je ona neprekidna u toj taqki.

Dokaz: Dokaz teoreme sledi direktno iz definicije dife-
rencijabilnosti. Treba dokazati da je limY→X f(Y ) = f(X).
Y (y1, y2, ..., yn), X(x1, x2, ..., xn)
h1 = y1 − x1, h2 = y2 − x2, ..., hn = yn − xn;H(h1, h2, ..., hn) →
(0, 0, ..., 0)
limY→X f(Y ) = f(X)⇔ limY→X (f(Y )− f(X)) = 0⇔
limH→0 (f(X +H)− f(X)) = 0⇔
limH→0 (a1h1 + a2h2 + · · ·+ anhn + ε1(H)h1 + ε2(H)h2 + · · ·+ εn(H)hn) =
0 xto sledi po definiciji.

Teorema 2: Ako je funkcija f diferencijabilna u taqki X,
onda postoje svi parcijalni izvodi ∂f

∂xi
(X), i = 1, 2, ..., n i pri

tome va�i ai = ∂f
∂xi

(X).

Dokaz: Neka su u taqi H sve koordinate jednake nuli osim
i-te koja je jednaka sa h. Tada je

∂f
∂xi

(X) = limh→0
f(x1,...,xi+h,...,xn)−f(x1,...,xn)

h
= limh→0

∆f(x;H)
h

=

= lim(0,...,h,...,0)→(0,0,...,0)
a10+···+aih+···+an0+ε1(H)0+···+εi(H)hi+···+εn(H)0

h
=

limh→0
εi(H)h+aih

h
= limh→0 (ai + εi(H)) = ai
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Kao posledicu ove teoreme imamo da va�i:

df(X;H) =
∂f

∂x1

(X)h1 +
∂f

∂x2

(X)h2 + · · ·+ ∂f

∂xn
(X)hn

Imamo da va�i da je priraxtaj hi = dxi te je tako gorǌa
formula:

df(X) =
∂f

∂x1

(X)dx1 +
∂f

∂x2

(X)dx2 + · · ·+ ∂f

∂xn
(X)dxn

ili kra�e

df =
∂f

∂x1

dx1 +
∂f

∂x2

dx2 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn

Obratno tvr�eǌe prethodne teoreme ne va�i:

Primer: Posmatrajmo funkciju f(x, y) =

{
1, x = 0 ∨ y = 0
0, xy 6= 0

∃∂f
∂x

(0, 0),∃∂f
∂y

(0, 0)

ali funkcija nije diferencijabilna u taqki (0, 0), jer ni-
je ni neprekidna.

Dovoǉne uslove za diferencijabilnost funkcije daje sle-
de�a teorema.

Teorema 3: Ako postoje parcijalni izvodi ∂f
∂xi
, i = 1, 2, ..., n

u nekoj okolini taqke X i ako su oni neprekidni u toj taq-
ki, onda je funkcija f diferencijabilna u taqki X.

Teorema 4: Ako su funkcije f i g diferencijabilne u taqki
X onda va�i:

1. d(f + g)(X) = df(X) + dg(X)

2. d(λf)(X) = λdf(X)
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3. d(fg(X)) = g(X)df(x) + f(X)dg(X)

4. d
(
f
g
(X)

)
= g(X)df(X)−f(X)dg(X)

g2(X)

Diferencijali vixeg reda:

� dz = z′xdx+ z′ydy

� d2z = d(dz) = d(z′xdx + z′ydy) = (z′xdx + z′ydy)′xdx + (z′xdx +
z′ydy)′ydy = (z′′xxdx + z′′xy)dx + (z′′xzdx + z′′yydy)dy = z′′xxdx

2 +
2z′′xydxdy + z′′yydy

2

� d3z = d(d2x) = d(z′′xxdx
2 + 2z′′xydxdy + z′′yydy

2) = kako su
dx2, dxdy, dy2 konstante imamo = dx2d(z′′xx) + 2dxdyd(z′′xy) +
dy2d(z′′yy) = dx2(z′′′xxxdx+ z′′′xxydy) + 2dxdy(z′′′xyxdx+ z′′′xyydy) +
dy2(z′′′yyxdx + z′′′yyydy) = z′′′xxxdx

3 + 3z′′′xxzdx
2dy + 3z′′′xyydxdy

2 +
z′′′yyydy

3

� dkz =
(
∂
∂x
dx+ ∂

∂y
dy
)k
z, k ∈ N

� dnz = d(dn−1z) =
∑n

k=0

(
n
k

)
∂nz

∂xn−k∂yk
dxn−kdyk

1.7 Izvod slo�ene funkcije
Teorema 1: Neka su funkcije u = u(x, y) i v = v(x, y) dife-

rencijabilne u taqki M(x, y), a funkcija z = f(u, v) diferen-
cijabilna u taqki T (a, b), gde je a = u(M), a b = v(M). Tada
je slo�ena funkcija z = f(u(x, y), v(x, y)) diferencijabilna u
taqki M(x, y) i va�i:

∂z

∂x
=
∂z

∂u

∂u

∂x
+
∂z

∂v

∂v

∂x
;

∂z

∂y
=
∂z

∂u

∂u

∂y
+
∂z

∂v

∂v

∂y
.
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Dokaz: z = f(u, v) je diferencijabilna, pa va�i dz = z′udu +
z′vdv + αdu+ βdv gde α, β → 0 kada du, dv → 0

∂xz = z′u∂xu+ z′v∂xv + α∂xu+ β∂xv

∂z
∂x

= z′u
∂u
∂x

+ z′v
∂v
∂x

+ α∂u
∂x

+ β ∂v
∂x
⇒ z′x = z′uu

′
x + z′vv

′
x

Na isti naqin dobijamo da je z′y = z′uu
′
y + z′vv

′
y

Izvod slo�ene funkcije u prethodnoj teoremi je objaxǌen
u sluqaju dve dimenzije, ukoliko �elimo da upxtimo ovaj
sluqajj imamo:

Teorema 2: Neka je funkcija f takva da f : D → R,D ⊆
Rn, xi : G → R,G ⊆ Rp, i = 1, 2, ..., n, xi(t1, t2, ..., tp) = xi(T ). Ako
su xi diferencijabilne i neka je {(x1(T ), ..., xn(T ))} ⊆ D. Ako
je funkcija f : D → R diferencijabilna u taqki X sa koor-
dinatama X = (x1(s), x2(s), ..., xn(s)) i ako funkciju u : G → R
definixemo sa u(T ) = f(x1(T ), x2(T ), ..., xn(T )), onda je

∂u

∂ti
(s) =

∂f

∂x1

(X)
∂x1

∂ti
(s)+

∂f

∂x2

(X)
∂x2

∂ti
(s)+· · ·+ ∂f

∂xn
(X)

∂xn
∂ti

(s), i = 1, 2, ..., p

Primer: Data je funkcija z = f(x+ y, x2 + y2). Na�i z′′xy.

Oznaqim u(x, y) = x + y, v(x, y) = x2 + y2, pa imamo da je u′x =
1, u′y = 1, v′x = 2x, v′y = 2y.

z′x = f ′uu
′
x + fvv

′
x = f ′u + 2xf ′v

z′′xy = (f ′u)
′
y + (2xf ′v)

′
y = f ′′uuu

′
y + f ′′uvv

′
y + 2x

(
f ′′vuu

′
y + f ′′vvv

′
y

)
=

= f ′′uu + 2yf ′′uv + 2xf ′′uv + 4xyf ′′vv = f ′′uu + 2(x+ y)f ′′uv + 4xyf ′′vv
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1.8 Tejlorova formula funkcije vixe
promenǉivih

Podsetimo se Tejlorove formule za funkciju jedne pro-
menǉive:

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− xo) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+

+
f (n)(x0)

n!
(x−x0)n+

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x−x0)n+1, c = x0+Θ(x−x0), 0 < Θ < 1

Kako va�i da je x − x0 = h = dx i kako je fk(x0)dxk = dkf(x0)
imamo:

f (k)(x0)

k!
(x− xo) =

1

k!
fk(x0)hk =

1

k!
dkf(x0, h)

f(x) = f(x0) +
1

1!
df(x0, h) + · · ·+ 1

n!
dnf(x0, h) +

1

(n+ 1)!
dn+1f(c, h)

Definicija: Data je funkcija f : D → R, D ⊆ Rm. Funkcja
f je m puta diferencijabilna ako i samo ako se svi ǌeni
parcijalni izvodi, zakǉuqno sa parcijalnim izvodima reda
m, diferencijabilne funkcije.

Teorema 1: Neka je funkcija f n + 1 put diferencijabil-
na u nekoj ε okolini U taqke x0(a1, a2, ..., am). Tada za svako
x ∈ U postoji taqka xΘ na du�i x0x takva da je

f(x) = f(x0) +
1

1!
df(x0, H) + · · ·+ 1

n!
dnf(x0, H) +

1

(n+ 1)!
dn+1f(xθ)

gde je: xΘ(a1 + Θ(x1 − a1), ..., am + Θ(xn − am)), 0 < Θ < 1

x(x1, x2, ..., xm), H(x1 − a1, ..., xm − am).

Dokaz: Definiximo funkciju F : [0, 1]→ R formulom
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F (t) = f(a1 +t(x1−a1), ..., am+t(xm−am)) = f(xt) xto je slo�ena
funkcija.

Mo�emo sada primeniti Maklorenovu formulu za funkciju
jedne promenǉive sa ostatkom u Lagran�evom obliku.

F ′(t) = ∂f
∂x1

(xt)(x1 − a1) + · · ·+ ∂f
∂xm

(xt)(xm − am) = df(xt;H)

F ′(0) = df(x0;H)

F ′′(0) = d2f(x0;H)
...

...
...

F (k)(0) = dkf(x0;H)

Pa imamo:

F (t) = F (0) + 1
1!
F ′(0)t+ · · ·+ 1

n!
F (n)(0)tn + 1

(n+1)!
F (n+1)(0)(Θt)tn+1

F (1) = F (0) + 1
1!
F ′(0) + · · ·+ 1

n!
F (n)(0) + 1

(n+1)!
F (n+1)(Θt)

Kako je 0 < Θ < 1⇒ x∴ ∈ x0x imamo da va�i:

F (x) = F (x0) + 1
1!
df(x0;H) + · · ·+ 1

n!
dnf(x0;H) + 1

(n+1)!
dn+1f(xθ;H)

Primer: Napisati Tejlorov razvoj funkcije f(x, y) = ln(2 +
x+ xy) do drugog stepena, u okolini taqke x0(1, 1).

f(x, y) = ln(2 + x+ xy)⇒ f(x0) = ln 4

f ′x = (1 + y)(2 + x+ xy)−1 ⇒ f ′x(x0) = 1
2

f ′y = x(2 + x+ xy)−1 ⇒ f ′y(x0) = 1
4
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f ′′xx = −(1 + y)2(2 + x+ xy)−2 ⇒ f ′′xx = −1
4

f ′′xy = 2(2 + x+ xy)−2 ⇒ f ′′xy = 1
8

f ′′yy = −x2(2 + x+ xy)−2 ⇒ f ′′yy = − 1
16

df(x0) = 1
2
(x− 1) + 1

4
(y − 1)

d2f(x0) = −1
4
(x− 1)2 + 1

4
(x− 1)(y − 1)− 1

16
(y − 1)2

f(x, y) = f(x0) + df(x0)
1!

+ d2f(x0)
2!

+R2

T2f(x, y) = ln 4 + 1
2
(x − 1) + 1

4
(y − 1) − 1

8
(x − 1)2 + 1

8
(x − 1)(y −

1)− 1
32

(y − 1)2

1.9 Lokalni ekstremumi funkcija vis-
he promenǉivih

Neka je funkcija f takva da f : D → R, D ⊆ Rn.

Definicija 1: Taqka x0 ∈ D je taqka lokalnog ekstrema
ako postoji okolina U taqke x0, tako da

f(x) ≤ f(x0),∀x ∈ U ∩D

f(x) ≥ f(x0),∀x ∈ U ∩D.

U prvom sluqaju je taqka x0 lokalni maksimum, dok je u dru-
gom lokalni minimum.

Teorema 1: (Fermaova teorema za funkcije vixe promenǉi-
vih)
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Ako je funkcija f neprekidna u nekoj ε okolini U taqke x0

lokalnog ekstrema i ako postoje svi parcijalni izvodi pr-
vog reda, onda su oni jednaki nuli.

Dokaz:Doka�imo teoremu za funkciju dve promenǉive.

Neka je recimo taqka t(x0, y0) taqka lokalnog maksimuma. On-
da imamo da va�i f(x) ≤ f(x0),∀x ∈ U ∩D.
Neka je funkcija jedne promenǉive g(x) definisana sa g(x) =
f(x, y0). Slede�i uslove teoreme funkcija g(x) je neprekidna
na (x0 − ε, x0 + ε).

x ∈ (x0 − ε, x0 + ε)⇒
⇒ g(x) = f(x, y0) ≤ f(x0, y0) = g(x0)
⇒ x0 je lokalni maksimum funkcije g(x)
⇒ g′(x0) = 0 teorema za funkciju jedne promenǉive
⇒ ∂f

∂x
(t) = 0

Na isti naqin se pokazuje i da va�i ∂f
∂y

(t) = 0.

Obrnut sluqaj ne mora da va�i.

Primer: Posmatrajmo funkciju f(x, y) = xy. ǋeni parci-
jalni izvodi u taqki t(0, 0) su ∂f

∂x
(t) = 0 i ∂f

∂x
(t) = 0. Me�utim,

f(x, y)− f(0, 0) = xy − 0 = xy ≷ 0, ako uzmemo

f(x, x) − f(0, 0) = x2 > 0 dok za f(x,−x) − f(0, 0) = −x2 < 0
pa taqka t(0, 0) ne mo�e biti taqka lokalnog ekstrema.

Definicija 2: Taqka x0 je stacionarna taqka funkcije f
ako su svi parcijalni izvodi funkcije u toj taqki jednaki
nuli.
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U prethodnom primeru smo videli da stacionarna taqka ne
mora nu�no da bude i taqka lokalnog ekstrema. Dovoǉan
uslov da stacionarna taqka bude taqka lokalnog ekstrema
daje slede�a teorema.

Teorema 2: Neka je taqka x0 stacionarna taqka funkcije f
i neka su svi parcijalni izvodi drugog reda neprekidni u
nekoj okolini U taqke x0.

1. Ako je d2f(x0;H) > 0,∀H 6= (0, 0, ..., 0) ⇒ x0 je taqka lo-
kalnog minimuma.

2. Ako je d2f(x0;H) < 0,∀H 6= (0, 0, ..., 0) ⇒ x0 je taqka lo-
kalnog maksimuma.

3. Ako postoje H ′ i H ′′ tako da je d2f(x0;H ′) > 0 i d2f(x0;H ′′) <
0 onda taqka x0 nije taqka lokalnog ekstrema.

U sluqaju funkcije z = f(x, y) i (dx, dy) 6= (0, 0)

d2z = rdx2 + 2sdxdy + tdy2

dx 6= 0 : d2z = dx2

(
r + 2s

dy

dx
+ t

(
dy

dx

)2
)

Ako je rt− s2 > 0 onda je d2z konstantnog znaka.

Teorema 2:

A) Neka je rt− s2 > 0

1. t > 0 ∨ r > 0 ⇒ d2z > 0 pa je stacionarna taqka
lokalni minimum.

2. t < 0 ∨ r < 0 ⇒ d2z < 0 pa je stacionarna taqka
lokalni maksimum.

B) neka je rt − s2 < 0 ⇒ d2z ≷ 0 stacionarna taqka nije
taqka lokalnog ekstrema.
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1.10 Uslovni ekstremi

Primer 1: Na�i najbli�u taqku taqi M(1, 1) koja se na-
lazi na paraboli y = x2 + 1.

Funkcija qiju ekstremnu vrednost tra�imo je funkcija ra-
stojaǌa.

f(x, y) = d(M,M ′) = d((1, 1), (x, y)) =
√

(x− 1)2 + (y − 1)2

Kako taqka M ′ mora da se nalazi na paraboli y = x2 + 1
za tu parabolu ka�emo da je funkcija uslova.

Neka je funkcija f : D → R,D ⊆ Rn funkcija qije ekstremne
vrednosti tra�imo.

Neka su funkcie uslova zadate sa:


φ1(x1, x2, ..., xn) = 0
φ2(x1, x2, ..., xn) = 0
...

...
...

φm(x1, x2, ..., xn) = 0

Skup taqaka koje ispuǌavaju uslove je

S = {(x1, x2, ..., xn)|φi(x1, x2, ..., xn) = 0, i = 1, 2, ...,m}.

Definicija 1: Taqka x0 je taqka uslovnog maksimuma (mi-
nimuma) funkcije f uz uslove φi, i = 1, 2, ...,m ako postoji ε
okolina U taqke x0 takva da je

f(x) ≤ f(x0), (f(x) ≥ f(x0)),∀x ∈ D ∩ S ∩ U .

Jedan od naqina za nala�eǌe taqaka lokalnog ekstrema je
i metod Lagran�ovih mno�ilaca.
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Metod Lagran�ovih mno�ilaca

Formiramo Lagran�ovu funkciju

F (x1, x2, ..., xn, λ1, λ2, ..., λm) = f + λ1φ1, ..., λmφm

zatim tra�imo stacionarne taqke ove funkcije:

∂F

∂x1

= 0

...
∂F

∂xn
= 0

∂F

∂λ1

= 0⇔ φ1 = 0

...
∂F

∂λm
= 0⇔ φm = 0.

Stacionarnu taqku oznaqimo sa (x0
1, x

0
2, ..., x

0
n, λ

0
1, ..., λ

0
m).

Zatim da bi odredili znak drugog diferencijala funkcije
f , d2F , diferenciramo uslove i dobijamo sistem linearnih
jednaqina po dx1, dx2, ..., dxn.


dφ1(x0

1, x
0
2, ..., x

0
n) = 0

dφ2(x0
1, x

0
2, ..., x

0
n) = 0

...
...

...
dφm(x0

1, x
0
2, ..., x

0
n) = 0

Kako je m < n sistem je neodre�en, pa ima n − m slobod-
nih promenǉivih. To znaqi da mo�emo da izrazimo recimo
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dx1, ..., dxm preko dxm+1, ..., dxn. Te veze potom zamenimo u d2F
i potom komentarixemo znak drugog diferencijala funkcije
F.

1. d2F > 0 onda imamo uslovni minimum

2. d2F < 0 onda imamo uslovni maksimum

3. d2F ≶ 0 onda stacionarna taqka nije uslovni ekstrem.


