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Glava 1

Diferencijalne jednaqine

1.1 Jednaqine prvog reda
Obiqna diferencijalna jednaqina je jednaqina oblika

F
(
x, y, y′, ..., y(n)

)
= 0, y = y(x),

gde su y′, ..., y(n) izvodi funkcije y(x). Najjednostavnija jednaqina je
y

′
= f(x), gde je f(x) neprekidna funkcijana intervalu (a, b). Red dife-

rencijalne jednaqine je red najve�eg izvoda koji se javǉuje u jednaqini.
Rexeǌe diferencijalne jedaqine reda n na intervalu (a, b) je funkcija
y = ϕ(x) koje ima izvode do reda n na (a, b) i zadovoǉava jednaqinu
F
(
x, ϕ(x), ..., ϕ(n)

)
= 0. Na primer y = sinx je rexeǌe diferencijalne

jednaqine drugog reda
y′′ + y = 0

na intervalu (−∞,∞). Rexavaǌe diferencijalne jednaqine se zove inte-
gracija diferencijalne jednaqine. Jednaqina y′′ + y = 0 ima beskonaqno
mnogo rexeǌe, to su C1 sinx + C2 cosx. Ali, samo jedno rexeǌe zadovo-
ǉava poqetni uslov y(x0) = y0. To znaqi da tra�imo integralnu krivu
koja prolazi krozM0 (x0, y0). Problem tra�eǌa rexeǌa uz poqetni uslov
zove se Koxijev problem.
Koxijeva teorema ( o egzistenciji i jedninstvenosti rexeǌa Koxijevog
problema )za jednaqine prvog reda. Neka je y′ = f(x, y) diferencijalna jed-
naqina i f(x, y) definisana na domenu D. Ako postoji okolina U taqke
M0 (x0, y0) ∈ D, gde je f(x, y)

(1) neprekidna

3



4 GLAVA 1. DIFERENCIJALNE JEDNAQINE

(2) ima ograniqeni parcijani izvod
∂f

∂y

onda postoji interval (x0 − h, x0 + h) u kom postoji jedinstvrno rexeǌe
y = ϕ(x) date jednaqine takvo da je ϕ(x0) = y0. To znaqi da krozM0 (x0, y0)
prolazi taqno jedna integralna kriva.

Primeri:

(1) Diferencijalna jednaqina

y′ = x+ y,

zadovoǉova uslove teoreme. f(x, y) = x + y neprekidna,
∂f

∂y
= 1

ograniqen.

(2)

y′ = 3y
2
3 ,

f(x, y) = 3y
2
3 neprekidna u ravni (x, y),

∂f

∂y
=

2
3
√
y
nije ograniqen (u

y = 0
∂f

∂y
→ ∞). y = (x + C)3 i y = 0 su rexeǌa. Kroz (0, 0)

postoje dve integralne krive y = 0, y = x3. U okolini M1(1, 1)
∂f

∂y
je ograniqen, pa su zadovoǉeni uslovi i tada postoji samo jedna
integralna kriva kroz M1(1, 1).

Teorema daje dovoǉne uslove. Nisu i potrebni. Na primer:

y′ =
1

y2
,

f(x, y) =
1

y2
, na x−osi f nije neprekidna i

∂f

∂y
= − 2

y3
nije ograniqen.

Ali kroz svaku taqku (x0, 0) sa x−ose postoji jedna integralna kriva
y = 3

√
3 (x− x0).
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0 x

y

Teorema 1.Ako je f(x, y) neprekidna u oko-
lini (x0, y0) onda jednaqina y′ = f(x, y) ima bar jedno rexeǌe y = ϕ(x) i
y0 = ϕ(x0).

Definicija 1. Opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′ = f(x, y)
u D gde su zadovoǉeni uslovi postojaǌa i jedinstvenosti rexeǌe Kos-
hijevog problema je y = ϕ(x,C) ako

(1) y = ϕ(x,C) je raxeǌe � svako C, x ∈ (x0 − h, x0 + h)

(2) za svaki poqetni uslov postoji C0 takvo da y = ϕ(x,C0) zadovoǉava
poqetni uslov y0 = ϕ(x0, C0).

Definicija 2. Partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine je
raxeǌe dobijeno iz opxteg za neko C (C mo�e biti ±∞).

Definicija 3. Rexeǌe y = ψ(x) diferencijalne jednaqine y′ = f(x, y)
je singularno ako je jedinstvenst naruxena u svakoj taqki tj. kroz (x0, y0)
prolazi jox jedna integralna kriva koja nije y = ψ(x).

Na primer: y = je singularno raxeǌe jednaqine

y′ = 3y
2
3 .

Kako na� singularno raxeǌe?

(1) na�i taqke u kojima
∂f

∂y
te�i ∞;

(2) ako ovaj skup daje jednu ili vixe krivih, proveriti da li su in-
tegralne krive;

(3) proveriti da li je raxeǌe jedinstveno u svakoj taqki.
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Primer:
y′ =

√
1− y2

y = 1, y = −1

Opxte rexeǌe je y = sin(x+ c).

0 x

y

1.1.1 Jednaqine sa razdvojenim promenǉivima
Jednaqine sa razdvojenim promenǉivim su jednaqine oblika

f1(y)dy = f2(x)dx

Primer:
(1 + y2)xdx = (1 + x2)ydy

xdx

1 + x2
=

ydy

1 + y2
�
∫

ln |
(
1 + x2

)
| = ln

(
1 + y2

)
+ lnC(

1 + x2
)

= C
(
1 + y2

)
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1.1.2 Homogene jednaqine prvog reda
Ovo su jednaqine oblika

dy

dx
= ϕ

(y
x

)
u =

y

x
y = ux y′ = u′x+ u

u′x+ u = ϕ (u)
du

dx
· x = ϕ (u)− u

du

ϕ (u)− u
=
dx

x

∫
du

ϕ (u)− u
= ln |Cx|

Primer 1:

y′ =
x2 + y2

xy

y′ =
1+( y

x )
2

y
x

u′x+ u =
1 + u2

u

udu =
dx

x
u′x =

1

u

u2

2
= ln |Cx| u2 = lnCx2

y2 = x2 ln(Cx2)

Jendqine

dy

dx
=

ax+ by + c

a1x+ b1y + c1∣∣∣∣ a b
a1 b1

∣∣∣∣ 6= 0

rexavaju se smenom
x = u+ α
y = v + β

dy

dx
=

au+ aα+ bv + bβ + c

a1u+ a1α+ b1v + b1β + c1

Reximo po α, β ako
aα+ bβ = −c

a1α+ b1β = −c1
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xto mo�e jer je ∣∣∣∣ a b
a1 b1

∣∣∣∣ 6= 0

i dobijamo jednaqinu oblika y′ = φ
(y
x

)
.

1.1.3 Linearne diferencijalne jednaqin

y′ + p(x)y = q(x)

Homogene:
y′ + p(x)y = 0

dy

y
= −p(x)dx

ln |y| = −
∫
p(x)dx+ C

y = Ce−
∫
p(x)dx.

Nehomogene:

y = C(x)e−
∫
p(x)dx

y′ = C ′(x)e−
∫
p(x)dx + C(x)e−

∫
p(x)dx (−p(x))

C(x)′e−
∫
p(x)dx − C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx + C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx = q(x)

C ′(x) = q(x)e
∫
p(x)dx

C(x) =
∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+ C

y = e−
∫
p(x)dx

[
C +

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx

]
Primer 1:

y′ + y cosx = 2 cosx

y = e−
∫
cos xdx

[
C +

∫
2 cosxe

∫
p(x)dxdx

]
y = e− sin x

[
C +

∫
2 cosxesin xdx

]
y = e− sin x

[
C + 2esin x

]
= Ce− sin x + 2
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1.1.4 Bernulijeva jednaqina

y′ + p(x)y = q(x)yα

Za α = 1 homogena linearna Za α = 0 linearna Za α 6= 0, 1 smena z =
y1−α, z′ = (1− α) y−α

y′y−α + p(x)y1−α = q(x)

z′

1− α
+ p(x)z = q(x)

z′ + (1− α) p(x)z = q(x) Linearna

Primer 1:

y′ + y tg x = −y2 cosx

z = y−1 z′ =
−y′

y2

y′

y2
+

1

y
tg x = − cosx

−z′ + z tg x = − cosx

z′ − z tg x = cosx

z = e
∫
tg xdx

[
C +

∫
cosxe−

∫
tg xdxdc

]
= e− ln | tg x| [C +

∫
cosxeln | tg x|dc

]
=

1

cosx

[
C +

1

2

(
x+

1

2
sinx2x

)]

1.1.5 Ortogonalne trajektorije
Problem: za datu familiju krivih φ(x, y, c) = 0 na� familiju krivih

ψ(x, y, c) = 0 takvu jda svaka kriva prve familije kroz taqku M(x, y) seqe
krivu iz druge familije pod pravim uglom . Familija ψ(x, y, c) = 0 se
zove ortogonalnom trajektorijom familije φ(x, y, c) = 0 i obrnuto.

1. korak: Na�emo diferencijalnu jednaqinu familije φ(x, y, c) = 0

φ(x, y, c) = 0 diferenciramo po x
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To je φ′x + φ′y · y′ = 0 i dobijamo jednaqinu F (x, y, y′) = 0.

2. korak: Napravimo jednaqinu F (x, y,− 1

y′
) = 0

3. korak: Rexavamo i dobijamo familiju ψ(x, y, c) = 0 koja je trajektorija.

Primer 1:Na� ortogonalnu trajektoriju familije krive x2 + y2 = R2.

2x+ 2yy′ = 0

y′ =
−x
y

diferencijalna jednaqina

y′ → − 1

y′
dx

dy
=
x

y

−1

y
= −x

y

dx

x
=
dy

y

lnCx = ln y y = Cx
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x

y

Primer 2: y = Cex

y′ = Cex

y′ − y = 0

−1

y
− y = 0

dx

dy
= −y

−dx = +ydy

y2

2
= −x+ C

y2 = −2x+ C

1.2 Jednaqine vixeg reda

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
poqetni uslovi y(x0) = y0, y

′(x0) = y′0, . . . , y
(n−1)(x0) = y

(n−1)
0

Teorema 1:Neka je f je neprekidna kao funkcija n + 1 promenǉi-

vom u nekoj okoline taqke M0

(
x0, y0, . . . , y

(n−1)
0

)
, onda postoji interval

x0 − h < x < x0 + h na kome postoji bar jedno rexeǌe y = ϕ(x) koji zado-
voǉava poqetni uslov.
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Ako f ima ograniqene parcijalne iyvode
∂f

∂y
, . . . ,

∂f

∂y(n−1)
, onda je res-

heǌe jedinstveno.

Na primer:

y′′ = e−x
2

+ sin y′,
∂f

∂y
= e−x,

∂f

∂y′
= cos y′

ograniqeni ...
Definicija 1: Opxte rexeǌediferencijalne jednaqine oblika y(n) =

f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
u domenu Ω gde postoji jednistveno rexeǌe Koxije-

vog problema je y = ϕ (x,C1, . . . , Cn) takvo da

(1) za svako C1, . . . , Cn funkcije y = ϕ (x,C1, . . . , Cn) zadovoǉava jednac-
hinu za x ∈ (x0 − h, x0 + h);

(2) za poqetne uslove y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, . . . , y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 takve

da
(
x0, y0, . . . , y

(n−1)
0

)
∈ Ω mno�eǌem na�i jedinstveno C0

1 , . . . , C
0
n tako

da y = ϕ
(
x,C0

1 , . . . , C
0
n

)
je rexeǌe i zadovoǉava poqetne uslove.

Definicija 2:Partikularno rexeǌe se dobija za neke C1, . . . , Cn kriva
y = ϕ (x,C1, . . . , Cn) je integralna kriva.

1.2.1 Linearne homogene diferencijalne jednaqine
Linearne homogene diferencijalne jednaqina je:

y(n) + p1(x)y(n−1) + . . .+ pn(x)y = 0

gde su pi(x) neprekidne na [a, b].
Definicija 1: y1(x), . . . yn(x) su linearno zavisne na (a, b) ako ∃ α1, . . . , αn

i bar jedno αi 6= 0 takvi da je α1y1(x) + . . .+ αnyn(x) = 0 za ∀x ∈ (a, b).

Primeri:
y1 = x, y2 = 2x zavisne

y0 = 1, y1 = x, . . . yn = xn linearno nezavisne

y1 = ek1x, y2 = ek2x, . . . , yn = eknx, ki razliqiti, linearno nezavisne
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Teorema 1(Potreban uslov za linearnu nezavisnost) Ako funkcije
y1(x), . . . yn(x) imaju izvode do reda n− 1 na (a, b) i linearno zavisne su,
onda:

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) . . . yn(x)
y′1(x) . . . y′n(x)
...

y
(n−1)
1 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡ 0 na (a, b)

W (x) se zove Vronskijan.
dokaz: Neumaǌuju�i opxtost, pretpostavimo da je

n = 3 α1y1 + α2y2 + α3y3 = 0, pretpostavimo α1 6= 0

y1 = −α2

α1
y2 − α3

α1
y3

y′1 = · · ·
y′′1 = · · ·

W (x) =

∣∣∣∣∣∣
−α2

α1
y2 − α3

α1
y3 y2 y3

−α2

α1
y′2 − α3

α1
y′3 y′2 y′3

−α2

α1
y′′2 − α3

α1
y′′3 y′′2 y′′3

∣∣∣∣∣∣ = 0

jer je prva kolona linearno zavisna od druge i tre�e kolone.

Znaqi: Ako W (x) 6= 0, y1, . . . , yn su linearno nezavisne.
Teorema 2: Ako su y1, . . . , yn linearno nezavisna na (a, b) rexeǌa line-

arne homogene diferencijalne jednaqine y(n)+p1(x)y(n−1)+ . . .+pn(x)y = 0
gde su pi(x) neprekidne na [a, b], onda je W (x) 6= 0 za ∀x ∈ (a, b).

dokaz: neka je n = 3. Pretpostavimo suprotno, da postoji x0 ∈
(a, b) , W (x0) = 0

α1y1(x0) + α2y2(x0) + α3y3(x0) = 0
α1y

′
1(x0) + α2y

′
2(x0) + α3y

′
3(x0) = 0

α1y
′′
1 (x0) + α2y

′′
2 (x0) + α3y

′′
3 (x0) = 0

Ovaj homogeni sistem ima determinantu jednaku nuli, pa ima netrivi-
jalno rexeǌe α1, α2, α3.

Posmatramo funkciju y = α1y1 + α2y2 + α3y3, y je rexeǌe diferenci-
jalne jednaqine i

y(x0) = 0
y(x0)′ = 0
y(x0)′′ = 0
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y = 0 je raxeǌe jednaqine,pa zbog jedinstvenosti α1y1+α2y2+α3y3 = 0
na (a, b) pa su y1, y2, y3 linearno zavisni. ovo je kontradikcija sa pret-
postavkom teoreme!

Teorema 3: y1, . . . , yn rexeǌa homogens linearna jednaqina su line-
arno nazavisna ⇔W (x) 6= 0.

Teorema 4: Neka su y1, . . . , yn rexeǌa homogene linearne diferenci-
jalne jednaqine na [a, b] i neka je x0 ∈ [a, b]. Onda je

W (x) = W (x0)e
−

∫ x
x0
P1(x)dx Liuvilova formula

dokaz (za n = 2, sliqni i za n > 2)
Neka su y1(x), y2(x) rexeǌa linearne homogene diferencijalne jednaqine
reda 2 y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y = 0

W (x) =

∣∣∣∣y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ = y1y
′
2 − y2y′1

W ′(x) = y′1y
′
2 + y1y

′′
2 − y′2y′1 − y2y′′1 = y1y

′′
2 − y2y′′1

y1 (y′′2 + p1(x)y′2 + y2p2(x))− y2 (y′′1 + p1(x)y′1 + y1p2(x)) = 0

y1y
′′
1 − y2y′′1︸ ︷︷ ︸
W ′(x)

+p1(x) (y1y
′
2 − y2y′1)︸ ︷︷ ︸
W (x)

= 0

W ′(x) + p1(x)W (x) = 0 ⇒ dW

W
= −p1(x)dx

⇒W (x) = Ce
−

∫ x
x0
p1(x)dx

x = x0 : W (x0) = Ce0 = C ⇒W (x) = W (x0)e
−

∫ x
x0
p1(x)dx

Teorema 5: Linearna homogena diferencijalna jednaqina ima n li-
nearno nezavisnih rexeǌa.

dokaz Neka je x0 ∈ [a, b]. Prema teoremi o egzistenciji i jedinstve-
nosti rexeǌa, postoji jedinstveno rexene y1 poqetnog problema 1(p p
1)

pp1


y1(x0) = 1
y′1(x0) = 0

...
y
(n−1)
1 (x0) = 0
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Na osnovu iste teoreme postoji jedinstveno rexeǌe y2 za p p 2

pp2


y2(x0) = 0
y′2(x0) = 1

...
y
(n−1)
2 (x0) = 0

· · · ppn


yn(x0) = 0
y′n(x0) = 0

...
y
(n−1)
n (x0) = 1

W (x0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . 0
0 1 . . . 1
...
0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0 na (a, b)

Vronskijan je razliqit od nule pa su ova rexeǌa linearno nezavisna.
Teorema 6: Neka je y1, . . . , yn linearno nezavisna rexeǌa linearne ho-

mogene jednaqine. Neka je y proizvoǉno rexeǌe. Tada postoje C1, . . . , Cn ∈
R takvi da je y = C1y1 + · · ·+ Cnyn (tj. C1y1 + · · ·+ Cnyn je opxte rexeǌe
homogene diferencijalne jednaqine )

dokaz Neka je y rexeǌe i x0 ∈ [a, b]. Pretpostavimo
y(x0) = a0
y′0(x0) = a1

...
y
(n−1)
0 (x0) = an−1

Deterninanta sistema:

C1y1(x0) + · · ·+ Cnyn(x0) = a0
C1y

′
1(x0) + · · ·+ Cny

′
n(x0) = a1 je W (x0) 6= 0

...
C1y

(n−1)
1 (x0) + · · ·+ Cny

(n−1)
n (x0) = an−1

⇒ sistem ima jedinstveno rexeǌe
(
C

(0)
1 , . . . , C

(0)
n

)
.

Neka je z = y − C(0)
1 y1 − · · · − C(0)

n yn. z je rexeǌe jednaqine.

z(x0) = 0
z′(x0) = 0

...
z(n−1)(x0) = 0

⇒ z je trivijalno rexeǌe⇒ z ≡ 0⇒ y = C
(0)
1 y1+· · ·+C(0)

n yn
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1.2.2 Linearne homogene jednaqine sa konstantnim ko-
eficijentima

n = 2 : y′′ + a1y
′ + a2y = 0

Neka y = eλx rexeǌe ove jednaqine. Onda

eλx
(
λ2 + a1λ+ a2

)
= 0

λ2 + a1λ+ a2 = 0 ← karakteristiqna jednaqina

(1) Ako su rexeǌa karakteristiqne jednaqine realna i razliqita

y1 = eλ1x y2 = eλ2x

y = C1e
λ1x +C2e

λ2x

Primer 1:y′′ − 3y′ + 2y = 0
Karakteristiqna jednaqina λ2 − 3λ+ 2 = 0; λ1 = 1, λ2 = 2
Opxte rexeǌe y = C1e

x + C2e
2x

(2) λ1, λ2 kompleksno, kon jugovana

λ1,2 = α± iβ
eλx = eαxeiβx = eαx (cosβx+ i sinβx)
y1 = eαx cosβx y2 = eαx sinβx

Primer 2:

y′′ + 2y′ + 5y = 0
λ2 + 2λ+ 5 = 0 λ1,2 = −2±4i

2 = −1± 2i
y = C1e

−x cos 2x+ C2e
−x sin 2x

(3) Realna i ista

λ1,2 = λ y1 = eλx y2 = xeλx

y = C1e
λx + C2xe

λx

Primer 3: y′′ + 2y′ + y = 0, λ2 + 2λ+ 1 = 0 λ1,2 = −1

y = C1e
−x + C2xe

−x

Neka je data linearna homogena jednaqina sa konstantnim koeficijen-
tima n−tog reda

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any = 0

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an = 0 karakteristiqna jednaqina

Na�emo nule
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(a) λ nula (prosta) → partikularno rexeǌe eλx

(b) λ nule reda k → partikularna rexeǌa eλx, xeλx, . . . , xk−1eλx

(c) α± βi proste kompleksne nule → rexeǌa su eαx cosβx, eαx sinβx

(d) α± βi kompleksne nule reda k → rexeǌa su eαx cosβx, eαx sinβx,

xeαx cosβx, xeαx sinβx, . . . xk−1eαx cosβx, xk−1eαx sinβx

Primer 4:

yV I − y′′ = 0
λ6 − λ2 = 0

λ2
(
λ4 − 1

)
= 0

λ2 (λ− 1) (λ+ 1)
(
λ2 + 1

)
= 0

λ1,2 = 0 λ3 = 1 λ4 = −1 λ5,6 = ±i

Opxte rexeǌe:

y = C1 + C2x+ C3e
x + C4e

−x + C5 cosx+ C6 sinx

1.2.3 Nehomogene linearne diferencijalne jednaqine

y(n) + p1(x)y(n−1) + · · ·+ pny = f(x)

Teorema 1: Neka je yp rexeǌe nehomogene, a yh rexeǌe homogene onda
je yp + yh rexeǌe nehomogene linearne diferencijalne jednaqine.

Teorema 2: Opxte rexeǌe na (a, b), |y(k)| < + inf L [y] = f(x) (p(x)
neprekidna na [a, b] ) je suma opxteg reda homogenog yn =

∑n
1 Ciyi(x) i

partikularno rexeǌe nehomogenog yp

y = yp + yh

1.2.4 Nehomogene linearne diferencijalne jednaqine
sa konstantnim koeficijentima

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any = f(x)
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(1) f(x) = Pm(x) ← polinom.
λn + a1λ

n−1 + · · ·+ an = 0 karakteristiqna jednaqina

Tra�imo partikularno rexeǌe.

Ako λ = 0 nije nula karakteristiqnog polinoma, onda je yp = Qm(x).
Ako λ = 0 jeste nula karakteristiqnog polinoma, onda je yp =
xkQm(x), gde je k vixestrukost. textbfPrimer 1:

y′′ + y′ = 2x+ 3 λ2 + λ = 0 λ1 = 0 λ2 = −1
yp = x (Ax+B)
y′p = 2Ax+B
y′′p = 2A

2Ax+ (2Ax+B) = 2x+ 3 A =
1

2
qqadB = 3

yp = x

(
1

2
x+ 3

)
y = C1 + C2e

x︸ ︷︷ ︸
yh

+ = x

(
1

2
x+ 3

)
︸ ︷︷ ︸

yp

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an = 0 karakteristiqna jednaqina.

(2) f(x) = eaxQm(x)
Ako a nije nula karakteristiqnog polinoma yp = eaxQm(x).
Ako a jeste nula karakteristiqnog polinoma, vixestrukisti k, yp =
xkeaxQm(x)

Primer 2:

y′′ + y′ = 2ex

λ2 + λ = 0 λ1 = 0 λ2 = −1
yp = Aex y′p = y′′p = Aex

y′′p + y′p = 2ex

2Aex = 2ex A = 1 yp = ex

yh = C1 + C2e
−x

y = C1 + C2e
−x + ex
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Primer 3:

y′′ − 2y′ + y = xex

λ2 − 2λ+ 1 = 0 λ1,2 = 1 yh = C1e
x + C2xe

x

yp = x2ex (Ax+B)
y′p = ex

(
Ax3 +Bx2 + 3Ax2 + 2Bx

)
y′′p = ex

(
Ax3 +Bx2 + 3Ax2 + 2Bx+ 3Ax2 + 2Bx+ 6Ax+ 2B

)
6A = 1 A =

1

6
2B = 0

yp =
x3

6
ex

(3)
f(x) = eαx [Pn(x) cosβx+Q2(x) sinβx]

α± βi nula karakteristiqnog polinoma vixestrukosti k
yp = xkeαx [Un(x) cosβx+ Vn(x) sinβx] ako α±βi nije karakteristiqna
nula

yp = eαx [Un(x) cosβx+ V2(x) sinβx]

Primer 4:

y′′ + 2y′ + y = cosx λ1,2 = −1

yp = A cosx+B sinx · · · A = 0 B =
1

2

y = C1e
−x + C2xe

−x +
1

2
sinx

Primer5:

y′′ + y = 5x cosx λ2 + 1 = 0 λ1,2 = ±i
yp = x [(Ax+B) cosx+ (Cx+D) sinx]

1.2.5 Metoda varijacija konstanti (Lagran�)

y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y = f(x) p1, p2 neprekidne na [a, b]

Neka su y1, y2 rexeǌa hmogene jednaqine, onda je opxte rexeǌe homo-
gene y = C1y1 + C2y2

y = C1(x)y1 + C2(x)y2
y′ = y = C ′1y1 + C1y

′
1 + C ′2y2 + C2y

′
2
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dodatni uslov C ′1y1 + C ′2y2 = 0

y′′ = C ′1y
′
1 + C1y

′′
1 + C ′2y

′
2 + C2y

′′
2

C1 [y′′1 + p1y
′
1 + p2]︸ ︷︷ ︸

=0

+C2 [y′′2 + p1y
′
2 + p2]︸ ︷︷ ︸

=0

+C ′1y
′
1 + C ′2y

′
2 = f(x)

pa C ′1y
′
1 + C ′2y

′
2 = f(x). Sistem{

C ′1y1 + C ′2y2 = 0
C ′1y

′
1 + C ′2y

′
2 = f(x)

ima jedinstveno rexeǌe jer je determinanta Vronskijan koji je razliqit
id nule..

C ′1 = ϕ1(x), C1 =
∫
ϕ1(x) +D1

C2 =
∫
ϕ2(x) +D2

Primer 1:

y′′ + y =
1

sinx
y′′ + y = 0 λ2 + 1 = 0 λ1,2 = ±i

yh = C1 cosx+ C2 sinx
C ′1(x) cosx+ C ′2 sinx = 0 � sinx

− C ′1(x) sinx+ C ′2(x) cosx = 1
sin � cosx

C ′2 = cos x
sin x C2(x) = ln | sinx|+D2

C ′1 = −1 C1 = −x+D1

y = (ln | sinx|+D2) sinx + (−x+D1) cosx

Ako je jednaqina n-tog reda

y = C1(x)y1 + · · ·+ Cn(x)yn

y′ =
∑

C ′i(x)yi︸ ︷︷ ︸
=0

+
∑
Ci(x)y′i

y′′ =
∑

C ′i(x)y′i︸ ︷︷ ︸
=0

+
∑
Ci(x)y′′i

y(n) =
∑

C ′i(x)y
(n−1)
i︸ ︷︷ ︸

=0

+
∑
Ci(x)y

(n)
i

C1(x)
[
y
(n)
1 + p1(x)y

(n−1)
1 + · · ·+ pn

]
︸ ︷︷ ︸

=0

+C2(x) [· · · ]︸︷︷︸
=0

+
∑

C ′i(x)y
(n−1)
i (x) = f(x)
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1.2.6 Ojlerova jednaqina

(ax+ b)
n
y(n) + am−1 (ax+ b)

n−1
y(n−1) + · · ·+ a1 (ax+ b) y′ + a0y = f(x)

Smena ax+ b = et, adx = etdt

y′ = y′t
dt

dx
= ae−ty′t

y′′ = a (−e−ty′t + e−ty′′tt) e
−t

Primer 1:

(x+ 2)2y′′ + 3(x+ 2)y′ − 3y = 0 x+ 2 = et

y′ = e−ty′t
y′′ = e−t (y′′tt − y′t)
y′′tt +2y′h − 3 = 0
λ2 +2λ− 3 = 0

yh = C1e
−3t + C2e

t = C1
1

(x+ 2)3
+ C2(x+ 2)

Primer 2:

x3y′′′ +2xy′ − 2y = x+ x2 lnx
y′′′ = e−t

[
−2e2t(y′′ − y) + e−2t(y′′′ − y′′)

]
y′′′ = e−3t [y′′′ − 3y′′ + 2y]
y′′′ −3y′′ + 2y′ + 2y′ − 2y = et + te2t

y′′′ −y′′ + 2y′ − 2y = et + te2t

λ3 −λ2 + 2λ− 2 = 0(
λ2 + 2

)
(λ− 1) = 0

λ1,2 = ±
√

2 λ3 = 1

yh = C1e
√
2t + C2e

−
√
2t + C3e

t

yp1 = Atet y′p1 = Aet(t+ 1) y′′p1 = Aet(t+ 2) y′′′p1 = Aet(t+ 3)

Aet · [t+ 3− t− 2 + 2t+ 2− 2t] = e′ A =
1

3

yp2 = (At+B)e2t · · · yp2 =
1

6
(t− 5)e2t


