
TEORIJA VEROVATNO�E I STATISTIKE Trinaesta nede	a

DISKRETNE SLUQAJNE PROMEN�IVE

Definicija 1 Funkcija X : Ω 7→ R koja svakom elementarnom isxodu
ω ∈ Ω dode	uje realan broj X(ω) se zove sluqajna promen	iva. Sluqajna
promen	iva X je diskretna ako postoji prebrojiv skup RX = {x1, x2, . . .}
takav da je ∑

k : xk∈RX

P (X = xk) = 1.

Definicija 2 Neka je X jedna diskretna sluqajna promen	iva. Ako
red ∑

k : xk∈RX

xkP (X = xk)

apsolutno konvergira, matematiqko oqekiva�e sluqajne promen	ive X
definixemo sa

E(X) :=
∑

k : xk∈RX

xkP (X = xk).

Stav 1 Za sluqajne promel�ive X i Y , i konstantu c ∈ R va�e jedna-

kosti:

E(c) = c, E(cX) = cE(X) i E(X + Y ) = E(X) + E(Y ).

Definicija 3 Neka je X jedna diskretna sluqajna promen	iva
sa oqekiva�em E(X). Disperzija sluqajne promen	ive X je odre�ena sa

D(X) := E(X2)− E(X)2.

Stav 2 Za sluqajnu promel�ivu X i konstantu c ∈ R va�e jednakosti:

D(c) = 0 i D(cX) = c2D(X).

Definicija 4 Realna funkcija definisana sa F (x) := P{X ≤ x} se
zove funkcija raspodele sluqajne promen	ive X.
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Stav 3 FX je monotono neopadaju�a i neprekidna s leva funkcija. I

jox va�i

lim
x→−∞

FX(x) = 0 i lim
x→+∞

FX(x) = 1.

Zadatak 1 Novqi� bacamo 3 puta. Neka je X broj pojave grba. Odrediti
matematiqko oqekiva�e i disperziju sluqajne promen	ive X. Skicirati
grafik funckije raspodele FX .

Rexe�e Utvrdimo da je skup doga�aja

Ω = {ΓΓΓ, ΓΓΠ, ΓΠΓ, ΓΠΠ, ΠΓΓ, ΠΓΠ, ΠΠΓ, ΠΠΠ, }

Sluqajna prome	iva X mo�e uzeti vrednosti 0, 1, 2 i 3, a odgovaraju�e
verovatno�e su 1/8, 3/8, 3/8 i 1/8. Koristi�emo slede�i zapis.

X :

(
0 1 2 3
1
8

3
8

3
8

1
8

)
Matematiqko oqekiva�e E(X) je jednako

E(X) = 0 · 1

8
+ 1 · 3

8
+ 2 · 3

8
+ 3 · 1

8
=

12

8
.

Sluqajna prome	iva X2 je odre�ena sa

X2 :

(
02 12 22 32

1
8

3
8

3
8

1
8

)
i �eno matematiqko oqekiva�e je

E(X2) = 0 · 1

8
+ 1 · 3

8
+ 4 · 3

8
+ 9 · 1

8
= 3.

Na kraju, disperzija sluqajne prome	ive X je jednaka

D(X) = E(X2)− E(X)2 = 3−
(

12

8

)2

=
48

64
.

Primetimo da je funckija raspodele FX odre�ena sa

FX(x) =



0, x < 0
1
8
, 0 ≤ x < 1,

1
8

+ 3
8
, 1 ≤ x < 2,

1
8

+ 3
8

+ 3
8
, 2 ≤ x < 3,

1
8

+ 3
8

+ 3
8

+ 1
8
, 3 ≤ x;

⇒ FX(x) =



0, x < 0
1
8
, 0 ≤ x < 1,

4
8
, 1 ≤ x < 2,

7
8
, 2 ≤ x < 3,

1, 3 ≤ x.
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Slika 1 Grafik funkcije raspodele sluqajne promen	ive X.

Zadatak 2 U jednoj kutiji se nalazi 5 crnih i 5 belih kuglica. Odjednom
izvlaqimo 5 kuglica. Neka je X broj crnih kuglica. Odrediti raspodelu X,
a potom i verovatno�u P (1 < X ≤ 3).

Rexe�e Broj crnih kuglica u 5 izvuqenih mo�e biti 0, 1, 2, 3, 4 ili 5.
Tako je, na primer, verovatno�a da smo izvukli 2 crne kuglice jednaka

P (X = 2) =

(
5
2

)
·
(
5
3

)(
10
5

) .

Sliqno va�i i za preostale verovatno�e, pa sluqajna raspodela X glasi

X :

(
0 1 2 3 4 5

(5
5)(

5
0)

(10
5 )

(5
4)(

5
1)

(10
5 )

(5
3)(

5
2)

(10
5 )

(5
2)(

5
3)

(10
5 )

(5
1)(

5
4)

(10
5 )

(5
0)(

5
5)

(10
5 )

)
.

Primetimo da je

P (1 < X ≤ 3) = P (X = 2) + P (X = 3) =

(
5
3

)
·
(
5
2

)(
10
5

) +

(
5
3

)
·
(
5
2

)(
10
5

) .

Zadatak 3 U jednoj kutiji se nalazi 5 crnih i 6 belih kuglica. Izvlaqimo
kuglicu jednu za drugom, bez vra�a�a, dok ne izvuqemo belu kuglicu. Neka
je X broj belih kuglica. Odrediti raspodelu X, a potom i P (X ≤ 5).

Rexe�e Uoqimo da slede�i isxodi

B, CB, CCB, CCCB, CCCCB, CCCCCB

indukuju sluqajnu raspodelu X

X :

(
1 2 3 4 5 6
p1 p2 p3 p4 p5 p6

)
.
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Primetimo da svakim izvlaqe�em kuglice me�amo sastav kutije (u kutiji se
nalazi jedna kuglica ma�e), pa su odgovaraju�e verovatno�e jednake

p1 = P (X = 1) = P (B) =
6

11

p2 = P (X = 2) = P (CB) =
5

11
· 6
10

p3 = P (X = 3) = P (CCB) =
5

11
· 4
10
· 6
9

p4 = P (X = 4) = P (CCCB) =
5

11
· 4
10
· 3
9
· 6
8

p5 = P (X = 5) = P (CCCCB) =
5

11
· 4
10
· 3
9
· 2
8
· 6
7

p6 = P (X = 6) = P (CCCCCB) =
5

11
· 4
10
· 3
9
· 2
8
· 1
7
· 6
6

Primetimo da va�i

P (X ≤ 5) = 1− P (X > 5) = 1− P (X = 6) = 1− p6.

Zadatak 4 U jednoj kutiji se nalazi 5 crnih i 6 belih kuglica. Izvlaqimo
kuglicu jednu za drugom, sa vra�a�em, dok ne izvuqemo belu kuglicu. Neka
je X broj belih kuglica.

Rexe�e Uoqimo da su odgovaraju�i isxodi

B, CB, CCB, CCCB, CCCCB, CCCCCB, CCCCCCB, . . .

Za razliku od prethodnog zadatka gde smo imali ograniqen broj mogu�nosti
(poxto se svakim izvlaqe�em sma�uje broj kulgica u kutiji), u navedenom
zadatku je broj mogu�nosti neograniqn ( broj kuglica u kutiji je sve vreme
jednak 11). Kako je

P (B) =
6

11
i P (C) =

5

11
,

za k ≥ 1 imamo slede�u jednakost

P (X = k) = P (CC · · ·C︸ ︷︷ ︸
k−1

B) = P (C)P (C) · · ·P (C)︸ ︷︷ ︸
k−1

P (B) =
6

11
·
(

5

11

)k−1
.

Prema tome, sluqajna prome	iva X glasi

X :

(
1 2 3 4 5 6 7 8 · · ·
6
11

6
11

5
11

6
11

52

112
6
11

53

113
6
11

54

114
6
11

55

115
6
11

56

116
6
11

57

117
· · ·

)
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Geometrijska raspodela G(p) Pretpostavimo da je verovatno�a pozitivnog
isxoda jednaka p. Sluqajna promen	iva koja oznaqava broj pokuxaja do prvog
pozitivnog isxoda se naziva geometrijska raspodela. Tada za k ∈ N va�i

P (X = k) = p(1− p)k−1.

Mo�e se pokazati da su taqne slede�e jednakosti

E(X) =
1

p
i D(X) =

1− p
p2

.

Tako, na primer, sluqajna prome	iva X opisana u prethodnom zadatku uzima
geometrijsku raspodelu G(6/11) (pozitivan isxod je izvuqena bela kuglica).

Zadatak 5 Neka je X broj baca�a kockice do pojave xestice. Odrediti
matematiqko oqekivaqe i disperziju sluqjane promen	ive X.

Rexe�ePrimetimo da jeX uzima geometrijsku raspodelu G(1/6) (verovatno�a
pozitivnog isxoda je jednaka 1/6). Prema tome, za k ∈ N va�i

P (X = k) =
1

6
·
(

5

6

)k−1
.

Matematiqko oqekiva�e i disperzija sluqajne promen	ive X su jednaki

E(X) = 6 i D(X) = 30.

Binomna raspodela B(n, p) Pretpostavimo da je verovatno�a pozitivnog
isxoda jednaka p. Sluqajna promen	iva koja oznaqava broj pozitivnih isxoda
u n pokuxaja se naziva binomna raspodela. Tada za 0 ≤ k ≤ n va�i

P (X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)k.

Mo�e se pokazati da su taqne slede�e jednakosti

E(X) = np i D(X) = np(1− p).

Tako, na primer, sluqajna prome	iva X opisana u zadatku 1 uzima binomnu
raspodelu B(3, 1/2) (imamo 3 pokuxaja i pozitivan isxod je pojava grba).

Zadatak 6 Strelac poga�a metu sa verovatno�om 0.3. Izvodi se pet ga�a�a.
Ako je X broj pogodaka, odrediti verovatno�u P (1 ≤ X < 3), matematiqko
oqekiva�e E(X) i disperziju D(X).

Aleksandra Eric
Sticky Note
n-k
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Rexe�e Primetimo da X uzima binomnu raspodelu B(5, 0.3), pa za 0 ≤ k ≤ 5
va�i

P (X = k) =

(
5

k

)
(0.3)k(0.7)5−k.

Va�i slede�a jednakost

P (1 ≤ X < 5) = P (X = 1) + P (X = 2) =

(
5

1

)
(0.3)(0.7)4 +

(
5

2

)
(0.3)2(0.7)3 = 0.6688.

NEPREKIDNE SLUQAJNE PROMEN�IVE

Definicija 5 Slqajna promen	iva X : Ω 7→ R je neprekidna sluqajna
promen	iva ukoliko postoji funkcija f : R 7→ [0,+∞) takva da je za
svako x ∈ R

P (X ≤ x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt.

Funkciju fX tada nazivamo funkcija gustine sluqajne promen	ive X.

Stav 4 Funkcija gustine fX neprekidne sluqajne promen	ive X
je nenegativna funkcija za koju va�i∫ +∞

−∞
fX(x)dx = 1 i P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

fX(x)dx.

Definicija 6 Funkcija FX : R→ [0, 1] definisana sa

FX(x) :=

∫ x

−∞
f(t)dt

je funkcija raspodele neprekidne sluqajne promen	ive X.

Stav 5 Ako je funkcija raspodele FXneprekidne sluqjane promen	ive X
neprekidna, tada va�i

F ′X(x) = fX(x).

Aleksandra Eric
Sticky Note
3
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Definicija 7 Neka je X neprekidna sluqajna promen	iva sa gustinom
fX . Matematiqko oqekiv�e E(X) je odre�eno sa

E(X) :=

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx,

ukoliko ovaj integral apsolutno konvergira. Ako integral divergira
ili ne konvergira apsolutno, smatramo da ne postoji matematiqko
oqekiva�e promen	ive X.

Definicija 8 Disperzija neprekidne sluqajne promen	ive X je data
sa

D(X) := E(X2)− (E(X))2,

gde je

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2fX(x)dx.

Zadatak 7 Uniformna sluqajna promen	iva U(a, b) je odre�ena funkcijom
gustine

fX(x) =


1

b− a
, x ∈ [ a, b ]

0, inaqe

gde su a, b ∈ R i a < b. Odrediti funkciju raspodele sluqajne promen	ive X,
a potom nacrtati grafike fukncija fX(x) i FX(x). Odrediti matematiqko
oqekiva�e i disperziju sluqajne promen	ive X.

Rexe�e Kako funkcija raspodele FX(x) odgovara povrxini ispod grafika
funkcije f na intervalu (−∞, x], vidimo da je neophodno razmatrati tri
sluqaja u zavisnosti od toga gde se nalazi x:

x

y

a b

fX(x)
1

b− a

Slika 2 Grafik funkcija gustine uniformne raspodele.
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1. ako x ∈ (−∞, a], tada je:

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt =

∫ x

−∞
0 · dt = 0 .

2. ako x ∈ (a, b], tada je:

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt =

∫ a

−∞
0 · dt+

∫ x

a

dt

b− a
=
x− a
b− a

.

3. ako x ∈ [b,+∞), tada je:

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt =

∫ a

−∞
0 · dt+

∫ b

a

dt

b− a
+

∫ x

b

0 · dt =
b− a
b− a

= 1 .

Funkcija raspodele uniformne raspodele glasi:

FX(x) =



0, x ∈ (−∞, a]

x− a
b− a

, x ∈ (a, b]

1, x ∈ (b,+∞).

Grafik funkcije raspodele je prikazan na slede�oj slici.

a b

FX(x)
1

x

y

Slika 3 Grafik funkcija raspodele uniformne raspodele.

Matematiqko oqekiva�e sluqajne promen	ive X je jednako

E(X) =

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx =

∫ b

a

x

b− a
dx =

b+ a

2
.

Kako je

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2fX(x)dx =

∫ b

a

x2

b− a
dx =

b2 + ab+ a2

3
,

sledi da je disperzija sluqajne promen	ive X jednaka

D(X) = E
(
X2
)
− (E(X))2 =

b2 + ab+ a2

3
−
(
b+ a

2

)2

=
(b− a)2

12
.
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Zadatak 8 Sluqajna promen	iva X ima funkciju gustine

fX(x) =
c

a2 + x2
,

gde su a > 0 i c realne konstante.

a) Na�i odnos izme�u a i c, a potom odrediti funkciju raspodele FX(x).

b) Za a = 1 izraqunati verovatno�u P{−1 < X ≤ 1}.

Rexe�e a) Kako je fX(x) funkcija gustine, sledi da je

1 =

∫ +∞

−∞
fX(x)dx =

∫ ∞
−∞

c

a2 + x2
dx =

c

a
arctg

x

a

∣∣∣∣+∞
−∞

=
cπ

a
.

Dakle, a = cπ, pa je funkcija gustine fX zadata sa

fX(x) =
aπ

a2 + x2
.

Grafik funkcije fustine fX(x) je prikazan na slede�oj slici.

x

y

fX(x)

Slika 4 Grafik funkcija gustine sluqajne promen	ive X.

Funkcija raspodele sluqajne promen	ive X glasi

FX(x) =

∫ x

−∞

aπ

a2 + t2
dt = π arctg

t

a

∣∣∣∣x
−∞

= π
(

arctg
x

a
+
π

2

)
.

Grafik funkcije raspodele FX(x) je prikazan na slede�oj slici.

π2

−π2

x

y

FX(x)

Slika 5 Grafik funkcije raspodele sluqajne promen	ive X.
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b) Tra�enu verovatno�u mo�emo izraqunati na dva naqina.

I naqin: Za a = 1 funkcija gustine bi�e fX(x) =
π

1 + x2
, pa je

P{−1 < X ≤ 1} =

∫ 1

−1

π

1 + x2
dx = π arctg x

∣∣∣∣1
−1

=
π2

2
.

II naqin: Primetimo da je tada FX(x) = π
(

arctg x+
π

2

)
, pa je

P{−1 < x ≤ 1} = P{X ≤ 1} − P{X ≤ −1} = FX(1)− FX(−1)

= π
(

arctg(1) +
π

2

)
− π

(
arctg(−1) +

π

2

)
=
π2

2
.

Zadatak 9 Sluqajna promen	iva X ima funkciju gustine:

fX(x) =


ax , x ∈ [0, 1],

0 , inaqe.

a) Odrediti konstantu a i funkciju raspodele FX(x), a potom izraqunati
matematiqko oqekiva�e i disperziju sluqajne promen	ive X.

b) Odrediti P{X ≤ 1/2} i P{X ≤ 1/2 | 1/3 < X ≤ 2/3} .

Rexe�e a) Kako je fX(x) funkcija gustine, neophodno je da va�i:

1 =

∫ +∞

−∞
fX(x)dx =

∫ 1

0

axdx = a
x2

2

∣∣∣∣1
0

=
a

2
.

Utvrdimo da je a = 2, te je funkcija gustine fX(x) odre�ena sa

fX(x) =


2x, x ∈ [0, 1],

0, inaqe.

Grafik funkcije gustine fX(x) je prikazan na slede�oj slici.

0 1

2

x

y

fX(x)

Slika 6 Grafik funkcije gustine sluqajne promen	ive X.
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Sada prona�imo funkciju raspodele FX(x). Razmatramo 3 sluqaja:

1. ako x ∈ (−∞, 0], tada je

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt =

∫ x

−∞
0 · dt = 0 .

2. ako x ∈ (0, 1], tada je

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt =

∫ 0

−∞
0 · dt+

∫ x

0

2tdt = x2 .

3. ako x ∈ [1,+∞), tada je

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt =

∫ 0

−∞
0 · dt+

∫ 1

0

2tdt+

∫ x

1

0 · dt = 1 .

Dakle, funkcija raspodele sluqajne preomen	ive X je zadata sa:

FX(x) =


0, x ∈ (−∞, 0],

x2, x ∈ (0, 1],

1, x ∈ (1,+∞).

Grafik funkcije raspodele FX(x) je prikazan na slede�oj slici.

1

0 1

x

y

FX(x)

Slika 7 Grafik funkcije raspodele sluqajne promen	ive X.

Matematiqko oqekiva�e E(X) je jednako

E(X) =

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx =

∫ 1

0

x · 2xdx =
2

3
x3
∣∣∣∣1
0

=
2

3
.

Utvrdimo da je

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2fX(x)dx =

∫ 1

0

x2 · 2xdx =
2

4
x4
∣∣∣∣1
0

=
1

2
,
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odakle sledi da je disperzija sluqajne promen	ive X jednaka

D(X) = E
(
X2
)
− (E(X))2 =

1

2
−
(

2

3

)2

=
1

18
.

b) Primetimo da va�i slede�a jednakost:

P{X ≤ 1/2} = FX(1/2) =

(
1

2

)2

=
1

4
.

Koriste�i formulu za uslovnu verovatno�u dobijamo:

P{X ≤ 1/2 | 1/3 < X ≤ 2/3} =
P{1/3 < X ≤ 1/2}
P{1/3 < X ≤ 2/3}

.

Sada je lako utvrditi da je prethodni izraz jednak:

P{X ≤ 1/2} − P{X ≤ 1/3}
P{X ≤ 2/3} − P{X ≤ 1/3}

=
FX(1/2)− FX(1/3)

FX(2/3)− FX(1/3)
=

5

12
.




