
TEORIJA VEROVATNO�E I STATISTIKE Dvanaesta nede	a

TEORIJA VEROVATNO�E

Neka je Ω skup doga�aja i A,B ∈ Ω. Za uniju doga�aja A i B koristimo oznaku
A+B, dok presek oznaqavamo sa AB. Suprotan doga�aj doga�aju A oznaqavamo
sa A.

Primer 1 Skup doga�aja baca�a dva novqi�a se mo�e opisati sa

Ω = {ΓΓ,ΓΠ,ΠΓ,ΠΠ}.

Ako je A doga�aj opisan sa bar jedno pismo, a B oba ixoda su ista, tada je

A = {ΓΠ,ΠΓ,ΠΠ} i B = {ΓΓ,ΠΠ}.

Primetimo da je
A + B = Ω i AB = {ΠΠ}.

Primer 2 Strelac ga�a metu qetiri puta. Za pogodak �emo koristiti
oznaku +, a za promaxaj oznaku −. Primetimo da za svako ga�a�e imamo
dve mogu�nosti (+ i −), pa je |Ω| = 24. Ga�a�e zapoqeto pogotkom se mo�e
opisati sa

A = {+ + ++, + + +−, + +−+, + +−−, +−++, +−+−, +−−+, +−−−}.

Doga�aj B bar jedan pododak je lakxe opisati prelaskom na suprotan doga�aj
sva qetiri promaxaja, to jest

B = {− −−−} i B = Ω \B.

Definicija 1 Verovatno�a je funkcija P : P(Ω) 7→ [0, 1] za koju va�i:

P (A) = 1− P (A) i P (A + B) = P (A) + P (B)− P (AB),

uz napomenu da je 0 ≤ P (A) ≤ 1 i P (Ω) = 1.

Napomena 1 U sluqaju kada je Ω konaqan skup, verovatno�a doga�aja A se
definixe sa

P (A) :=
|A|
|Ω|

=
broj povo	nih doga�aja

broj svih doga�aja
.
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Zadatak 1 Kockicu bacamo dva puta. Odrediti verovatno�u da je zbir
dobijenih brojeva 11 ili 12.

Rexe�e Poxto za svako ga�a�e imamo xest mogu�nosti va�i |Ω| = 62. Skup
Ω mo�emo opisati na slede�i naqin:

Ω :=



11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66


Doga�aj A zbir dobijenih brojeva je 11 ili 12 je opisan sa A = {56, 65, 66},
pa va�i

P (A) =
|A|
|Ω|

=
3

62
=

1

12
.

Zadatak 2 U jednoj kutiji se nalazi 6 crnih, 4 bele i 5 plavih kuglica.
Odrediti verovatno�u doga�aja:

a) A − izvuqena je crna kuglica,

b) B − nije izvuqena crna kuglica,

v) C − izvuqena je crna ili bela kuglica.

Rexe�e

a) Poxto je povo	no da izvuqemo jednu od 6 kuglica, a na raspolaga�u
imamo 6 + 4 + 5 kuglica, sledi

P (A) =
6

6 + 4 + 5
=

6

15
.

b) Primetimo da je doga�aj B suprotan doga�aju A, pa je

P (B) = P (A) = 1− P (A) = 1− 6

15
=

9

15
.

v) Poxto je povo	no da izvuqemo jednu od 6 + 4 kuglica, a na raspolaga�u
imamo 6 + 4 + 5 kuglica, sledi

P (C) =
6 + 5

6 + 4 + 5
=

10

15
.
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Zadatak 3 U kutiji se nalazi 6 belih i 4 crne kuglice. Odjednom izvlaqimo
5 kuglica. Odrediti verovatno�u doga�aja:

a) A − izvuqene su 3 bele i 2 crne kuglice,

b) B − izvuqena je bar jedna crna kuglica,

v) C − izvuqena je bar jedna bela kuglica.

Rexe�e

a) Od 10 kuglica koje se nalaze u kutiji, 5 kulgica odjednom mo�emo izvu�i
na
(
10
5

)
naqina. Sliqno, od 6 belih izvlaqimo 3 odjednom na

(
6
3

)
naqina

i od 4 crne odjednom izvlaqimo 2 na
(
4
2

)
naqina. Va�i

P (A) =

(
6
3

)
·
(
4
2

)(
10
5

) =
6·5·4
3·2·1 ·

4·3
2·1

10·9·8·7·6
5·4·3·2·1

=
10

21
.

b) Izvuqena bar jedna crna kuglica znaqi da je izvuqena taqno 1 ili taqno
2 ili taqno 3 ili taqno 4 crne kuglice. Prema prethodnom imamo

P (B) =

(
6
4

)
·
(
4
1

)
+
(
6
3

)
·
(
4
3

)
+
(
6
2

)
·
(
4
3

)
+
(
6
1

)
·
(
4
4

)(
10
5

) =
123

126
.

Radi lakxeg raquna, ako posmatramo suportan doga�aj B − sve izvuqene
kulgice su bele, dobijamo

P (B) = 1− P (B) = 1−
(
6
5

)
·
(
4
0

)(
10
5

) = 1− 3

126
=

123

126
.

v) Posmatrajmo suprotan doga�aj C − sve izvuqene kuglice su crne. Poxto
izvlaqimo 5 kulgica, a na raspolaga�u nam je samo 4 crne kuglice sledi
da je odgovaraju�a verovatno�a jednaka nuli (uvek �e biti makar jedna
bela kuglica), pa je

P (C) = 1− P (C) = 1− 0 = 1.

Zadatak 4 U grupi od 50 studenata 40 procenata su devojke. Odrediti
verovatno�u da je grupa od 5 studenta mexovita.
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Rexe�e U grupi se nalazi 20 devojaka i 30 momaka. Neka je doga�aj A opisan
sa grupa od 5 studenta je mexovit. Suprotan doga�a A glasi grupu od 5
studenta saqi�vaju samo devojke ili samo momci. Prema tome

P (A) = 1− P (A) = 1−
(
20
5

)
·
(
30
0

)
+
(
20
0

)
·
(
30
5

)(
50
5

)
=

20 · 19 · 18 · 17 · 16 + 30 · 29 · 28 · 27 · 26

50 · 49 · 48 · 47 · 46
.

Zadatak 5 Student zna odgovor na 50 od 60 pita�a. Odrediti verovatno�u
da polo�i ispit, ako od 5 izvuqenih pita�a mora znati odgovor na bar 3.

Rexe�e Poxto student pola�e ispit ako zna odgovor na 3, 4 ili 5 pita�a
va�i

P (A) =

(
50
3

)
·
(
10
2

)
+
(
50
4

)
·
(
10
1

)
+
(
50
5

)
·
(
10
0

)(
60
5

) .

Zadatak 6 Odrediti verovatno�u da se sluqajno izvuqen dvocifren broj
zavrxava sa 3 ili 7.

Rexe�e Tra�eni doga�aj A se mo�e napisati u obliku A = B + C, gde je
B − izvuqeni broj se zavrxava sa 3 i C −izvuqeni broj se zavrxava sa 7.
Tada va�i

P (A) = P (B + C) = P (B) + P (C)− P (BC), (1)

gde je BC − verovatno�a da je izvuqeni broj zavrxava i sa 3 i sa 7. Poxto
u isto vreme dvocifreni broj ne mo�e zadovo	avati uslove doga�aja B i
doga�aja C, imamo da je P (BC) = 0 i jednaqina (1) postaje

P (A) = P (B + C) = P (B) + P (C) =
9

90
+

9

90
=

1

5
.

Zadatak 7 Odrediti verovatno�u da je sluqajno izvuqen dvocifren broj
de	iv sa 2 ili sa 5.

Rexe�e Tra�eni doga�aj A se mo�e napisati u obliku A = B + C, gde je
B − izvuqeni broj je de	iv sa 2 i C −izvuqeni broj je de	iv sa 5. Tada va�i

P (A) = P (B + C) = P (B) + P (C)− P (BC),

gde je BC − verovatno�a da je izvuqeni broj de	iv sa 10 (de	iv sa 2 i de	iv
sa 5). Prema tome, imamo slede�u jednakost

P (A) =
45

90
+

18

90
− 9

90
=

54

90
.
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NEZAVISNI DOGA�AJI I USLOVNA

VEROVATNO�A

Definicija 2 Za doga�aje A i B ka�emo da su nezavisni ukoliko va�i

P (AB) = P (A)P (B).

Zadatak 8 Strelac ga�a metu 4 puta. Verovatno�a pogotka je 7/8. Odrediti
verovatno�u da je pogodio metu taqno 3 puta.

Rexe�e Ukoliko pogodak oznaqimo sa +, a promaxaj za −, doga�aj A mo�emo
opisati sa

A = {+ + +−, + +−+, +−++, −+ ++},
gde je

P (+) =
7

8
i P (−) = 1− P (+) =

1

8
.

Poxto isxod u i−tom ga�a�u ne zavisi od isxoda u j−tom ga�a�u, to jest
ga�a�a su nezavisni doga�aji, za isxod + + +− va�i

P (+ + +−) = P (+)P (+)P (+)P (−) =
7

8
· 7

8
· 7

8
· 1

8
,

Sliqno, za pretostale isxode doga�aja A dobijamo

P (+ +−+) = P (+−++) = P (−+ ++) =
73

84
.

Primetimo da su pomenuti isxodi me�usobno disjunktni, pa je

P (A) = P (+ + +−) + P (+ +−+) + P (+−++) + P (−+ ++) = 4 · 73

84
.

Definicija 3 (Uslovna verovatno�a) Verovatno�a doga�aja A, pri
uslovu B, je jednaka

P (A | B) :=
P (AB)

P (B)
.

Napomena 2 Prethodna definicija odre�uje verovatno�u doga�aja A ako
znamo da ostvario doga�aj B. Ukoliko su A i B nezavisni doga�aji, to jest
doga�aj A ne zavisi od doga�aja B, dobijamo

P (A | B) =
P (AB)

P (B)
=

P (A)P (B)

P (B)
= P (A).
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Zadatak 9 Date su dve kocke. Jedna ima 3 jedinice i 3 dvojke, a druga 2
jedinice i 4 dvojke. Sluqajno izvlaqimo kockicu i bacamo je. Dobili smo
broj 1. Odrediti verovatno�u da smo izvukli prvu kockicu.

Rexe�e Poxto na raspolaga�u imamo dve kockice verovatno�a da izvuqemo
prvu je ista kao i verovatno�a da izvuqemo drugu kocku, to jest 1/2. Ako smo
izvukli prvu kocku verovatno�a da dobijemo 1 je jednaka 3/6, a verovatno�a
da dobijemo 2 je 3/6. Ako smo izvukli drugu kocku verovatno�a da dobijemo
1 je 2/6, a verovatno�a da dobijemo 2 je jednaka 4/6. Grafiqki prikazano:

1/2

1/2

3/6

2/6

3/6

4/6

111222

112222

1

2

1

2

Neka je A − izvukli smo prvu kocku, a B − dobili smo broj 1. Potrebno je
odrediti

P (A | B) =
P (AB)

P (B)
.

Primetimo da je AB − izvukli smo prvu kocku i dobili smo broj 1, xto
odgovara crvenoj podeb	anoj grani

P (AB) =
1

2
· 3

6
=

2

12
.

Doga�aj B odgovara crvenim granama, pa je

P (B) =
1

2
· 3

6
+

1

2
· 2

6
=

5

12
.

Na kraju, odgovaraju�a uslovna verovatno�a je jednaka

P (A | B) =
2

5
.

Zadatak 10 U kutiji se nalazi 6 belih i 4 crne kuglice. Jedna kuglica se
izgubila. Izvlaqimo jednu kuglicu. Odrediti verovatno�u da �emo izvu�i
belu kuglicu, a potom i verovatno�u da je izgub	ena crna ako znamo da je
izvuqena crna kuglica.
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Rexe�e Bela kuglica se gubi sa verovatno�om 6/10 i tada u kutiji ostaje 5
belih i 4 crne kuglice. Crna kuglica se gubi sa verovatno�om 4/10 i tada u
kutiji ostaje 6 belih i 3 crne kuglice. Grafiqki prikazano

6/10

4/10

5/9

6/9

4/9

3/9

5B4C

6B3C

B

C

B

C

Doga�aj A − izvuqena je bela kuglica odgovara crvenim granama, pa je

P (A) =
6

10
· 5

9
+

4

10
· 6

9
=

54

90
.

6/10

4/10

5/9

6/9

4/9

3/9

5B4C

6B3C

B

C

B

C

Neka je B − izgub	ena je crna kuglica, a C − izvuqena je crna kuglica.
Potrebno je odrediti

P (B | C) =
P (BC)

P (C)
.

Doga�aj BC odgovara crvenoj podeb	anoj grani, pa je

P (BC) =
4

10
· 3

9
=

12

90
.

Doga�aj C odgovara crvenim granama, pa je

P (C) =
6

10
· 4

9
+

4

10
· 3

9
=

36

90
.

Na kraju, odgovaraju�a uslovna verovatno�a je jednaka

P (B | C) =
12

36
.
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Zadatak 11 Student iz prve grupe (65 procenata studenata) pola�e ispit sa
verovatno�om 0.3, iz druge (10 procenata studenata) sa verovatno�om 0.4 i iz
tre�e grupe (25 procenata studenata) sa verovatno�om 0.5. Sluqajno izabrani
student je polo�io ispi. Odrediti verovatno�u da je iz druge grupe.

Rexe�e Grafiqki prikazano

0.65

0.10

0.25

0.3

0.7

0.6

0.4

0.5

0.5

I

III

II

+

−

+

−

+

−

Neka je A − izabrani student je iz druge grupe, a B − izabrani student je
polo�io ispit. Potrebno je odrediti

P (A | B) =
P (AB)

P (B)
.

Doga�aj AB odgovara crvenoj podeb	anoj grani, pa je

P (AB) = 0.10 · 0.4 = 0.04.

Doga�aj B odgovara crvenim granama, pa je

P (B) = 0.65 · 0.3 + 0.10 · 0.4 + 0.25 · 0.5 = 0.36.

Na kraju, odgovaraju�a uslovna verovatno�a je jednaka

P (A | B) =
0.04

0.36
=

1

9
.

Zadatak 12 U kutiji se nalazi 3 bele, 4 crne i 5 plavih kuglica. Odjednom
izvlaqimo 2 kuglice. Odrediti verovatno�u da smo izvukli belu i crnu
kuglicu, ako znamo da smo izvukli kuglice razliqitih boja.
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Rexe�e Grafiqki prikzano

p1 =

(
3
2

)(
4
0

)(
5
0

)(
12
2

) =
3

66
,

p2 =

(
3
0

)(
4
2

)(
5
0

)(
12
2

) =
6

66
,

p3 =

(
3
0

)(
4
0

)(
5
2

)(
12
2

) =
10

66
,

p4 =

(
3
1

)(
4
1

)(
5
0

)(
12
2

) =
12

66
,

p5 =

(
3
1

)(
4
0

)(
5
1

)(
12
2

) =
15

66
,

p6 =

(
3
0

)(
4
1

)(
5
1

)(
12
2

) =
20

66
.

p1

p2

p3

p4

p5

p6

BB

CC

PP

BC

BP

CP

Neka je A − izvuqena su bela i crna kuglica (crvena podeb	ana grana), a
B − izvuqene su kuglice razliqitih boja (crvene grane). Tada je

P (A | B) =
P (AB)

P (B)
=

p4
p4 + p5 + p6

=
12

47
.


