Matricha analiza
Teorija konstrukcija — HVE

Predavanja: 12. i 13. sedmica

Ova prezentacija saCinjena je od slajdova koje je obezbedila prof. Mira Petronijevic.

Uz prezentaciju preporu¢ujemo da procitate i istoimeno poglavije u knjizi


https://www.akademska-misao.rs/index.html#/info/book/577

10. Matricha analiza konstrukcija

10.1 Uvod

Istorijski razvoj

1930 Prvi put primenjena matricha analiza u reSavanju
problema aeroelasticnosti, Collar i Duncan,avio-
industrija, GB

1934 Prva knjiga Collar, Duncan i Frazer

1955 Argyris, metoda sila i metoda deformacije
1959 Tyrner, Direct Stiffness Method

1964 Wilson, metoda konacnih elemenata (MKE)
1964 Gallagher, Irons, Martin, Clough, Zienkiewicz
1977 Sekulovic



* Od 1960-te godine sa ekspanzijom racunara,
MATRICNA ANALIZA KONSTRUKCIJA (metoda
deformacije) se sve vise primenjuje u analizi
linijskih hosaca.

* Metoda je u literaturi poznata i kao DIRECT
STIFFNESS METHOD (Direktna metoda
krutosti). Ime potice od matrice krutosti koja daje
vezu izmedu Sila i pomeranja krajeva Stapa.

* |z ove metode se prakticno razvila METODA
KONACNIH ELEMENATA - mnogo opstlja
metoda koja se primenjuje u linearnoj i
nelinearnoj, statickoj i dinamickoj analizi slozenih
nosaca.



MKE Shema rada kompjuterskog programa

1. Ulaz

Unos podataka o
modelu (geometrija,
materijal), opterecenju i A4
granicnim uslovima 2. Biblioteka elemenata
Sracunavanje odgovarajucih
matrica elemenata i vektora
ekvivalenthog opterecenja

3. Refavanje
Formiranje
matematickog modelai | ¢
refavanje uslovnih
jednacina sistema

b4
4. Izlaz

Prikaz pomeranja i sila
U presecima

Slika 10.1



Koncept matricne analize konstrukcija

NosaCc sa posmatra kao sistem sastavljen od
diskretnih elemenata — stapova Koji su
povezani U cvorovima nosaca,

Za nepoznate velicine se usvajaju
pomeranja/sile u ¢vorovima,

Na nivou elementa (stapa) uspostavijaju se veze
izmedu sila | pomeranja krajeva Stapa,

Formiraju se jednacine za odredivanje
nepoznatih velicina (uslovne jednacine),

Odreduju se nepoznate, a zatim | sile u
presecima nosaca



Idealizacija nosaca I stepeni slobode pomeranja

element

~x

oslonac

cvor 9'6

resetkast nosac

FA stapovi
) . | P;
CVOrovi ; "
@ IEIIi':+'l
Iy gx §
Loova k
! matematicki model K

Slika 10.2 Idealizacija nosaéa tipa krovne resetke’

! Carlos Felippa: Introduction to FEM.
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Slika 10.3 ldealizacija ravnog okvira



Numeracija cvorova | Stapova nosaca

Stap - osnovni element nosaca

Br. évorova 10

Br. stapova 9

STAPOVI

Slika 10.4



* Nepoznate velicine su parametri u cvorovima
nosaca.

* U zavisnosti od izbora parametara u cvorovima,
postoje 2 metode analize:

[ N O N

Metoda sila Metoda deformacije
= J - )




a) Metoda sila

* Parametri: sile u cvorovima nosaca u pravcu osa
globalnog koordinatnog sistema: H, V, M

Y A
M, V,
N y yZ A\
I 2 N P/ P G
N X ad N\
& £ | X,Y - globalni
X LS koordinatni

sistem

* Metoda sila se pokazala inferiornom u odnosu
na metodu deformacije i prakticno se ne Koristi
u matricnoj analizi konstrukcija
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b) Metoda deformacije

* Parametri. komponente pomeranja u, v i
obrtanja ¢ cvorova nosaca.
* Konvencija znaka: pomeranja su pozitivha u

smeru pozitivnih osa X i Y globalnog
koordinatnog sistema

Y A
@, vy
1/f\_> LA\E > Af__; A Uy “ @—\@LA7\\ /l\8_>
< X 2
94]: 13 | X,Y - globalni
X LS koordinatni

sistem
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U metodi deformacije postoje 2 nivoa
analize: analiza Stapa | analiza nosaca
(sistema stapova):
— Analiza stapa: uspostavija veze izmedu sila i
pomeranja na Krajevima Stapa,

— Analiza nosaca: formira jednaCine za
odredivanje nepoznatih pomeranja (uslovne
Jjednacine) nosaca.

12



Analiza Stapa

x,y —lokalni koordinatni sistem

Vektor pomeranja
,ql ; fui \
q, Vi
LA @,
q p— P,
q4 Uy
qs Vi
96 | %3

==

Vektor sila

A JEU w:U wl;u ~>U
»ﬂ a‘z § - 2

(@)
-
b
[N

P: Vazi linearna teorija Stapa

Osnovna jednacina Stapa |

R’ :IA(jqj - (A)J'

Matrica krutosti Stapa

Vektor ekvivalentnog opterecenja
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Veza izmedu vektora sila i pomeranja krajeva neopterecenog Stapa u
lokalnom koordinatnom sistemu moze se dobiti cisto matematickim
razmatranjem. Naime, preslikavanje vektora q na vektor R definisano je

matricom K:
R =Kq

Jednacina predstavija osnovnu jednacinu neopterecenog Stapa. Matrica K
Je matrica krutosti Stapa. Posto su vektori q i R Sestog reda sledi da matrica
krutosti K mora biti kvadratna matrica Sestog reda. Ako elemente matrice
krutosti obelezimo sa ki, I, j= 1,2,...,6, onda se matrica krutosti Stapa moze

napisati u sledecem obliku:

] "I:r.iI 1 ki 2 k{r’ k 1a
k, k, k, ko
I =
JErn‘. 'Er:'f:' ki_r JE(n:l
i "!r.:l' 1 'Er-i? JEElir' 'AC'EI' |
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* Element matrice krutosti k, ima jasno fiziCko znacenje,
koje se dobija kada osnovnu jednacinu Stapa napisemo
u razvijenom obliku

HRlﬁ |k Ky, i k{r’i kis || a
R’_’ :kﬁ k i k;‘,‘r.i kza‘ q,
F'__-_'."-':% _____________ i __:__E _______ : ____‘:_ _:_: &
i R, | "E'r'r'i kr‘_‘ ! ky‘i j'nj' | f_i"_,-:
| R | i_"E::u ks - kq;-f k.:-‘ﬁ_i |95 |

q—1

* Element matrice krutosti k, predstavija silu R, usled
pomeranja g=1 kada su sva druga pomeranja Krajeva
Stapa q, i #j, Jednaka nuli

* Matrica krutosti je kvadratna, simetricna (k;=k;) |
singularna. 15



Analiza hosaca

Y A
A LZ\ /AN Ll\ L’A\ LA\ Ll\ N
I NG NS sy 613717y sy
ZN LN LN N
A h?\ XY - globa_ln{'
X ol| 101 koordinatni sistem
T 77
Moguca pomeranja ¢vorova nosaca
Odredivanje broja nepoznatih pomeranja
Pomeranja cvorova: Broj mogucih pomeranja:
u,v, @ - u cvorovima gde postoji krut UV e 2K
ugao
LR m+z

u,v- u cvorovima gde postoji zglobna

veza K=10, m=6, z,=2, z,=9

N =2x10+6+2=28



P DD

9 10
X 2 ——
Nepoznata pomeranja ¢vorova nosaca

Broj nepoznatih pomeranja:

n=2x10-9+6=17
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Uslovne jednacine

a)

b)

f%h TT

dati nosac i opterecenje

deformacijski odreden
sistem datog nosaca,
opterecenje i reakcije
dodatih veza -Q

|
S
L

dati nosac i ekvivalentno
opterecenje u cvorovima Q

Slika 10.5
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Uslovne jednacine

U analizi nosaCa nepoznata pomeranja odredujemo iz uslova ravnoteze
cvorova nosaca opterecenog ekvivalentnim opterecenjem, slika 10.5¢c, u
kojima su sile na krajevima Stapova iskazane u funkciji nepoznatih
pomeranja cvorova.

Uslovi ravnoteze svih cvorova nosaca u globalnom koordinatnom
sistemu predstavijaju uslovne jednacCine sistema koje se mogu prikazati
u obliku:

( \
Z K q — S <—Vektor sila u &vorovima nosaca u
\ J

A globalnom koordinatnom sistemu

/ LVekz‘or pomeranja cvorova nosaca u
L globalnom koordinatnom sistemu

Matrica krutosti sistema Stapova u
globalnom koordinatnom sistemu

19



USLOVNE JEDNACINE
SISTEMA STAPOVA

RESAVANJE

"R
el q ’ R VEKTOR SILA NA

VEKTOR POMERANJA KRAJEVIMA STAPOVA
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10.2 Analiza stapa

Tipovi Stapova kod ravnih linijskih nosaca i komponente
pomeranja krajeva sStapa u lokalnom koordinatnom sistemu:

@, Cr

n ..— Stap tipa k
ﬁ’ g P_’/;k (6 pomeranja )
v, Vi
¢ Y
u, , - Stap tipa g
];i ng Uy (5 pomeranja )
U, - Prost Stap

U, (2 pomeranja)
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Lokalni

Stap tipa k koorana

sistem
YA %
- ' R, <
g, - pomeranja 3 43 ( EFI » 4 .
R. - sile na —_/ - V>
P R, q, R, q
krajevima Stapa # 14
R, g,k L Rs g5
* Aksijalno naprezanje -
o
R, q, FE | R, 9y  x
o oa . +
Savijanje »

R, q, ‘Ry ds 22



Aksijalno naprezanje i savijanje su dva nezavisna naponska
stanja, i mogu se analizirati nezavisno.

Vektor pomeranja Vektor sila

9 Uj ﬂ N, |
q, Vi R, | T
43 |9 R, M,
q —; — g R = —J ¢
94 Uy R, N,
E Vk Rs Tk
) Pk ) R M, |

aksijalno naprezanje

savijanje 23




10.2.1 Matrice krutosti stapova u ravni

a) Matrica krutosti aksijalno napregnutog Stapa

* Sile i pomeranja krajeva Stapa:
F E

* Vektor sila i pomeranja krajeva stapa:

( 3 ( )

-

R:< 1> q:<qz>:<u1> (])

R, 9> u,

\ J
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Veza izmedu vektora sila i pomeranja Stapa se moze lako
izvesti polaze¢i od osnovnih jednacina teorije Stapa.
Promena duzine tetive Stapa Al je jednaka razlici
komponenata pomeranja krajeva Stapa u pravcu ose Stapa:

Al =q, - ¢, (2)
Dilatacija ose Stapa je jednaka promeni duzine po jedinici
duzine, t.
EZAI _49 " 4 (3)
[ [

Napon, . normalna sila se odreduje direktno iz dilatacije:

EF
N =Fo =FE¢ :T(Qz - q,) (4)

25



Sile na krajevima Stapa

N o o —> N
R, o —> R,
EF EF
Rl =-N _(ql ) Rz =N :T(' q, +Q2)

Osnovna jednacina neopterecenog Stapa:

R | EF|1 -1|]gq .
W =T - R=Kg
—— — o ‘
R K q M

matrica

Y. ... 4 . a®

(3)

(6)

26



FiziCko znacenje elemenata matrice krutosti aksijalno napregnutog
Stapa
Elementi matrice krutosti k; imaju jasno fizicko znacenje koje direktno
sledi iz matricne jednacine (6).

q,

Element k; predstavija silu R, usled pomeranja q=1, kada su sva druga
pomeranja q,=0. Iz toga sledi da svaka j-ta vrsta matrice krutosti
predstavija sile na krajevima stapa usled pomeranja (lj:bjF

:kll' iklz

— o wm ml e - —

k= e a2l 1
EF .,

k = — q _] :E

12 1>¢___{ _____________________________________ kzz 5!

q,=1 27



Jednacdina (7) je izvedena za neopterecen Stap. Ako je Stap izlozen

uticaju temperaturne promene u osi t° on trpi dodatnu dilataciju e=o,t° ,
gde je «a, koeficijent termicke dilatacije materijala. Ukupna normalna
Sila ce biti:
EF )
N =EF (e +¢,) :T(%- q,)+EFot (7)

Uvodeci matricnu notaciju, dobija se vektor sila u obliku:
R 1 -1 -1
i T EFasr (8)
R, [ -1 1]]|gq, 1

Drugi clan desne strane jednacine predstavija vektor ekvivalentnog

opterecenja

-1
Q, :EFattO[ | } %)

28



Vektor ekvivalentnog optereCenja Q jednak je vektoru reakcija
obostrano oslonjenog prostog Stapa usled zadatog uticaja, sa
suprotnim znakom. To Su zapravo Sile koje se sa stapa prenose u
cvorove nosaca.

Vektor ekvivalentnog opterecenja usled t° - Q,

EFOf o A . EFap
0 Q=EFoay L OFEFar Q, =EFat’ {'11}

Sa uvedenim obelezavanjem, iz jednacina (8) i (9) dobija se osnovna
Jjednacina opterecenog Stapa u matricnom obliku:

R =Kq- Q, (10)

29



a) Matrica krutosti Stapa tipa k izloZzenog savijanju

Stap tipa k u lokalnom koordinatnom sistemu ima 4 stepeni slobode pomeranja,
po tri u svakom cvoru: dva pomeranja u pravcu x i y oSe i rotaciju oko z ose.

Y
RZ ’ qn K-§4 ’ Q4

f S

R] ’ QI R3 ’ Q3

Vektori sila i pomeranja imaju 4 komponente, pozitivne u smeru pozitivnih osa:

le 7 1 ql )
R

R = 2 - q — qz -

3 Q3

\R4 J Lq4 )

30



Veza izmedu vektora sila | pomeranja

R -ikni ki, kl3l ki
) R2 e §k21§ k22 ik23i k24
3 §k3 1 i k32 §k33 i k34
kR4 ) _§k4li k42 §k43§ k44 |
o !
q,~1 q;=1

fql\
4>

q,

44

R =kq, +k,q, +kq, +k,q,

Ako je: ¢, =1, g, =0 gdejei=234
R1 :kn °1+k12 'O+k13 'O+k14 -0 :kll

ol

q,=1
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Matrica krutosti za slucaj savijanja K se moZe izvesti polazeéi od
znacenja elemenata matrice krutosti. Naime, element ky. predstavija
Silu na mestu i usled jedinicnog pomeranja na mestu j. To znaci da
elementi matrice krutosti kl.j, i=1-4, prizmatiCnog Stapa predstavijaju
reakcije obostrano ukljestenog Stapa usled zadatog pomeranja
oslonca qJ.:I, j=1,2,3,4.

K, =6EI/F K,,=6EI/F D Kmemm K,,=2EI/l
q,=1 Tk ‘ i """""" V}ﬁ """""""
- | k,,=6E1/ | K,,=6EL/P
k —12E0P | K =150 » -
K,,=-6EI/P 9,1
K,,=-6EI/ 45=0. K,,=2El/l
...... B K, =4EI/l
H q;=1
| G ai—"
| | | |
K, =-12EI/F K,=12EI/P K, ~6EIP K, =6El/I

32



U statickom smislu, stap tipa k izlozen savijanju je dva puta statiCki neodreden.
Elementi matrice krutosti K predstavijaju reakcije oslonaca i usled jedinicnog

pomeranja oslonca q;i odreduju se primenom metode sila. Ovde Ce biti

ilustrovano odredivanje elemenata K_,, usled pomeranja oslonca q,=1.

=1 A
A N Uslovne jednacine:
7 kN
0, X;1+6,, X,+0,,=0
X, X,
7 S 0, X, +6,, X,+8,,=0
N é Koeficijenti i slobodni ¢lanovi:
MP o CeMI
Stanje X,=1 S,= _rEdS =35 0, = fEdS ~3EI

Z =
MM,
lj/%;z/z =11 A

1
M, 9, =- ch :% 0, =~ ZCZC = 7
Stanje X,=1 X,=1
) ) 1
A& &S Uslovne jednacine : 3E]  6EI {Xl }4_ / 0
'C=1 C2=1/l\|/ U N .63 B
6El 3EI /
M2
1 6EI
- =X. =
. :61};71 k,, :651 Resenje: o
Ve A\ =1, =2
?\i kN Reakcije oslonaca: [
12E1 12E1




Matrica krutosti Stapa tipa k izloZzenog savijanju
Usled pomeranja q,=1 dobijaju se reakcije na krajevima Stapa koje

predstavijaju redom elemente prve kolone matrice krutosti. Na slican

nacin odreduju se elementi kolona j=2,3 i 4 . Tako se dobija matrica
krutosti oblika:

[ 12 ] 61 | [-12]| 6/

~Er| el || 4| |-6l| 2
Kk :—3
[ (|-12|[ -6l |12 || -6/

| 61 || 22| |-61 || 42

—~ ~ ~— S

q,=1 ¢q,=1 q;=1 q,~1
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Vektor ekvivalentnog cvornog opterecenja

Vektor ekvivalentnog ¢vornog opterecenja Q u lokalnom koordinatnom
sistemu ima 4 komponente, koje su jednake negativhim vrednostima
reakcija oslonaca obostrano ukljeStene grede usled zadatog opterecenja.

a) jednakopodeljeno opterecenje:

0;

s

O
10,

NN

(
b
“
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b) temperaturna razlika At =t -t

Ay
M, I/_\ At=t-t,>0 mM’;
e
< >
(Xt
( O A
At |-1
Qt :E]at < -
0
. 1 J

36



R, q; R, g

Matrica krutosti Stapa tipa k ¢ , —{9 ?>R
» 494
R, q, R, q;

Matrica krutosti Stapa tipa k se dobija iz matrice krutosti prostog Stapa i
Stapa optereceno na savijanje stavljanjem odgovarajucih clanova
matrica krutosti na mesta u matrici krutosti K Stapa izlozenog

slozenom naprezanju . ,
aksijalno naprezanje

A 3 4 6
Ellzﬁ 0 -ETFL’ 0 0 |~

12EI  6EI / 12EI  6EI
0 13 12 13 12 N
/ 6FE] 4E7T 6E] 2ET
0 - o
Y [? 1 2 /
" '\
B 0 0 ; ' 0 |~ savijanje

o |.12EL _6EI 4/0/ 12EI _6El|| _




Vektor ekvivalentnog opterecenja se takode dobija postavijanjem na

odgovarajuca mesta ekvivalentnog opterecenja aksijalno napregnutog

Stapa i Stapa izloZzenog savijanju 0, 0,
e ¢

r O,
0, s

Ot

23

s

O

QS L

Os

\aksijalna naprezanje

S

savijanje

9!‘

38



, . : R; -
c) Matrica krutosti Stapa tipa g _QAK =
R

Matrica krutosti stapa tipa g se dobija iz matrice krutosti aksijalno napregnutog
Stapa | matrice krutosti Stapa tipa g izlozenog savijanju.

Matrica krutosti Stapa tipa g izlozenog savijanju

Yt vektor vektor
sila pomeranja
Rz, qz rR h - \
¢ 1 ¢
N R > X
| | R=1R 0 q=1qy
R]) QI R3; Q3 LR3J \q31

Stap tipa g izloZen savijanju ima 3 stepena slobode pomeranja. Vektori sila i
pomeranja Krajeva Stapa imaju po 3 komponente, a matrica krutosti Stapa je
treceqg reda.
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Element matrice krutosti kl.j predstavija silu na mestu i, jednostrano
ukljestene grede usled pomeranja q,;=1.

3EI
ky =—
[ Sracunavanje elemenata k,,
— 7 NN T
QI_] \|/ el q=1 N7
v e o N \
| 4 =2
3EI _3EIY
ky = JE S XJ
— 3EI Stanje X,=1
q,=1 e = 7
Vi = VC/:M C=1/]
A |
3B, _3ELv v |
k12 - R lz
I3E1
k,, :l—z T7|T Uslovna jednacina: 6, X, +8, =0
,,,,,,, =]
ST ETE = icim — o mrmmimrmiooo: ()i q3 _g l2 B / _
/l\ (5“ —JMEdX —E, 510 —';'le(,‘j
_3E[ _3E[ o) 3EI 3EI
vk, _Z—g 33 _1—3 X, =-R, = 5—::' % R =-R, =7



Matrica krutosti Stapa tipa g izloZzenog savijanju.:

K =
g

3EI |[ 3ET 3E] |
& IR
3EI || 3E1 |i| 3EI
o [ |l 72
3er || 3Erli| 3E1
R H G

Matrica krutosti Stapa tipa g dobija se kombinacijom matrica krutosti
aksijalno napregnutog Stapa i Stapa izlozenog savijanju.

R3 oy
I
> et R—=>
R, | R,
R, R;

1 2 3 4 5
EF| o [-EE|
/ /
EI  3El El
0 313 312 0 T 313
. 3E21 1| 3131
/ ! /
CEF |, o |EE|
! !
. | 3[;71 _ 31;;1 . 3E31
/ / /




Vektor ekvivalentnog opterecenja Stapa tipa g

7 |
} 'LF'
v
Y
0; A Q,, O, aksijalno
0 >/|\ ' 5|<_ é """""" > X naprezanje
: 0, ! 0, 05 Os- savijanje

Vektor ekvivalentnog opterecenja od savijanja jednak je vektoru reakcija sa
negativnim znakom.

0, L;
Q; p— Q3 — <Mi -
9) L
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a) jednakopodeljeno opterecenje:

y A

g 3 ........................... .
o o |

M Ny
N o S
T (% At=t-1>0 TT *
i u ‘o k\/
0,
(N )
v 0, 0|

er\ pl fS\
—J Q3 | — . 1]
9 | 3
fQ \
i At
=10, | =1.5Ela,
9 |

<
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Osobine matrice krutosti

* kvadratna
* simetricna k= k,

l

* singularna det K=0
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10.3 Analiza nhosaca u ravni

AN Y

(»

G

nepoznate: u.,v., @,

ukupan broj pomeranja:
N=2K+m=24+1=9

broj nepoznatih: n=N- z, =9-6=3
—— nepoznata pomeranja

0 0 X

/

XOY — globalni koordinatni sistem, xy — lokalni koordinatni sistem
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10.3.1 Matrice transformacije

Sile i pomeranja krajeva Stapova u matri¢noj anlizi se definisu u smeru
osa globalnog koordinatnog sistema, koji je jedinstven za ceo nosac.
To je Dekartov koordinatni sistem desne orijentacije - XOY.

Posto su na nivou Stapa sile i pomeranja krajeva Stapa dati u lokalnom
koordinatnom sitemu Stapa, u kome su izvedene | osnovne jednacine
Stapa, potrebno je izvrsiti transformaciju sila i pomeranja iz jednog
koordinatnog sistema u drugi.

Ta transformacija je definisana uglom o koji osa Stapa x zaklapa sa
globalnom X-osom.

Vektor sila i pomeranja krajeva Stapa se transformisu iz globalnog
koordinatnog sistema u lokalni koordinatni sistem pomocu matrice
transformacije T.

Pokazacemo matrice transformacije za Stapove tipa k, g i prost Stap.
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a) Matrica transformacije za stap tipa k

Vektori sila i pomeranja Vektori sila i pomeranja
AY u lokalnom koordinatnom u globalnom koordinatnom
! v sistemu xQOy . sistemu XOY




Projektovanjem komponenata ¢vornog vektora pomeranja/sila globalnog
koordinatnog sistema na pravce komponenata lokanog koordinatnog sistema

dobija se matrica transformacije ¢vora, a na osnovu nje i matrica transformacije
Stapa.

Vektor sila u cvoru i
lokalni k.s  globalni k.s.

Rl Rl
R2 * *
Ri — R2 - Ri — R2 s
R Ry
Veza izmedu sila u cvoru i:
R, =R, coso + R,sino. (R ] | cosa sina O||R/
R, =-R'sina+R coso. = 1R, {=|-sina cosa O|{R,:
R, =R, R | O 0 1| |Ry| 4




Matrica transformacije sila u ¢voru i
 cosa sina 0
t=|-sina cosa 0 — R :tR?
0 0 1

%

Za &vor k vaZi ista relacija: R, =tR,

Na osnovu toga se moze napisati veza izmedu sila na krajevima
Stapa u lokalnom i globalnom koordinatnom sistemu:
R| |t O|l|R *
= it > R=TR
R, 0 ¢]|R,

49



Matrica transformacije za Stap tipa k jednaka je:

[ cosa  sina 0

-sina cosa O 0
0 0 1
T = :
cosaa sma 0
0 -sina cosa O
0 0 1

Relacija vazi ne samo za sile vec i za vektor pomeranja krajeva Stapa:
R=TR" " q=Tq " Q=TQ
Matrica transformacije je ortogonalna T' = T, odakle sledi da je:
k % %
R :TZ‘R A q :Tl‘q A Q :Tl‘Q

50



b) Matrica transformacije za Stap tipa g Vektor sila

lokalni k.s  globalni k.s.

% B o W o
Y

()}
&

y A
5 R, w R1*
R, R,
R={R,{ R =R
R, R
~R5 J R
X
o o e e o e e et e e e et e e o e e e e e e e e e et s s =t t e s k=t h = s = s =ttt = s =t =t = st et _’
Matrica transformacije
cosa - Sina Veze izmedu vektora sila/pomeranja u
-sinx  cosa i lokalnom i globalnom koordinatnom sitemu:
L= 1 ______ ~ R=TR" * q=Tq * Q=Tq
. COSa SiIna * * %
| . R :TZR A q :th A Q :TZQ
L= SIno cosa | 51




c) Matrica transformacije za prost Stap

Vektor sila u lokalnom sistemu

A
| R

| x7 o R :{ ! }

ARy, 4, R,

> Vektor sila u globalnom sistemu
& Ry,q, (R

E R* —- 2 -

K,

: X Ry
P .>

Veze izmedu vektora sila/pomeranja u
lokalnom i globalnom koordinatnom sitemu:

Matrica transformacije

T _|cosa sina R =TR" * q=Tq* A\ Q=Tq*

cosa sina b omdee A e A s
R =TR " q =T'q " Q =T'Q
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10.3.2 Transformacija matrice krutosti

R=Kq- Q/T K" - matrica krutosti stapa u
T'R =T'K q - T'Q globalnom koordinatnom

! t . . sistemu
R =T'KT q - Q

—— K =T'KT
R =Kq-Q K =KT
K =T'K

osnovna jednacina Stapa u
globalnom koordinatnom
sistemu
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10.4 Formiranje uslovnih jednacina iz
uslova ravnoteze cvorova nosaca

7];
B-SRI=0

j=

* . v .
Pl. vektor sila u ¢voru i,

* | . v .
% ; RZ.J vektor sila u ¢voru i

,7-|- J
v Ri na kraju Stapa j

n,  broj Stapova u cvoru |

Uslov ravnoteze sila u ¢voru I:
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Vektor sila u ¢voru i
na kraju Stapa j
e * - N\
J
R1
R’f‘j — R*J'
[ 2
.
J
\R3 J

g

Vektor sila u ¢voru i
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cvorne matrice
krutosti Stapa

Vektor sila na krajevima Stapa j

(w ) J | J
- k.| k. ,
< - — '
subvektor R* k* (2)
silau cvorui | Uk |k
: v . : subvektor subvektor
Subvektor sila u cvoru i stapa j pomeranja u | €kViv. opt.
*j o g ko ¥j ok *j cvoru i
R;" =k;’q; +k;;q, - Q, (3)
Ako j-nu (3) uvrstimo u j-nu (1) dobija se
* 771' * 700 0k x5
- j 5 ) _
Pi ( kll i klk qk Qi =0 (4)
Jj4
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n; . n; . x . 1; .
Zk?/qi + Zkik]qk =P + ZQZ-] (3)
= i JE|

Ako uvedemo obelezavanje:

dobija se jednacina

1;
K;q, + ZKiqu = P, + Q,

j=

i=1,2,.K (6)
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Ako se ispisu uslovi ravnoteze za svih K ¢vorova, dobija se

sistem od N=2K+m+z _jednacina:

ade je:

*
K - matrica krutosti sistema Stapova

x
q - vekeor pomeranja ¢vorova nosaca

S* =P + Q* - vektor slobodnih clanova

(7)
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Formiranje K* i S* postupkom kodnih brojeva

lokalni koordinatni
sistem Stapa j

globalni koordinatni
sistem 59




Kodiranje — obelezavanje komponenata pomeranja cvorova
u globalnom koordinatnom sistemu, brojevima od 1,2,...N

— nepoznata pomeranja

——— poznata pomeranja

PRAVILO

Obelezavaju se prvo sva
nepoznata pomeranja  pa
poznata pomeranja.
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Kodiranje vrsata i kolona globalne
matrice krutosti elementa K’

I 2 3 4 r\\\

[, *] *1 *1 *1 ]\
k 11 k 12 k 13 k 14
*1 *1 *1 *1
*1 k 21 k22 k 23 k 24 ’ : i
K = " . . ‘o kodni brojevi
k., k, k., k,|
11 12 13 14 Kolone i vrste matrice
Y/ SL N S krutosti u global
k 4 utosti u globalnom
41 42 43 44 | koordinatnom sistemu se
5 5 3 y obelezavaju brojevima kojima
" su kodirana pomeranja i sile
[ 1 %2 *2 *2 x| na krajevima stapa u
kl 1 k 12 k 13 k 14 ) globalnom koordinatnom
%) %) %) ) sistemu.
K*2 — kZl k22 k23 k24 0
o k*z k*z k*z k*z kodni brojevi
31 32 33 34 | |3
*2 *2 *2 *2
_kﬁl ‘kﬁz ltms }k¢4_ 4 61




Formiranje matrice krutosti sistema K*

I 2 3 4 5 6
O 0 0 O 0 O

K™ K

Matrica krutosti sistema K* dobija se postavljanjem elemenata matrica krutosti
pojedinih Stapova na odgovarajuce mesto shodno kodnim brojevima. Pri tome se
elementi sa istim kodinim brojevima sabiraju.

*

nn
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Formiranje matrice krutosti sistema K*

1 2 3 4 5 6

N AW N

K

Matrica krutosti sistema K* dobija se postavljanjem elemenata matrica krutosti
pojedinih Stapova na odgovarajuce mesto shodno kodnim brojevima. Pri tome se
elementi sa istim kodinim brojevima sabiraju.
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Formiranje vektora ekvivalentnog opterecenja Q*

*2
0,

N\

*2
> Ql

] Q] Komponente vektora Q*
sistema u globalnom

> X . .
Komponente vektora Qj* koordinatnom sistemu

pojedininih Stapova u
globalnom koordinatnom
sistemu
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Kodiranje vektora ekvivalentnog opterecenja elemenata

[

*]
[ ~*] ) Q4

1,¢
*1

3,t
*1
4,

A W N~

*9 )
1,¢
*2

5
6

* 2,t
Q2 *) 3
4

3,¢
*2
4,t |
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Vektor ekvivalentnog opterecenja sistema

(%
O
*
O,
*
- _ |95,
*
O
*
0s,
*
s

Q,

Vektor ekvivalentnog opterecenja sistema Q* dobija se postavljanjem elemenata vektora
ekvivalentnog opterecenja pojedinih stapova na odgovarajuce mesto u vektoru sistema,
shodno kodnom broju. Vektori sa istim kodinim brojevima se sabiraju.
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Vektor koncentrisanih sila u ¢vorovima

1

~ ol

[\®)

J

w*
||
Yk
S N N O VO

v

N

Q>

r
(@)
«

——  Sile u slobodnim c¢vorovima - poznate sile

——  Sile u oslonackim évorovima - nepoznate sile

Vektor sila u ¢vorovima sistema P* dobija se postavijanjem elemenata vektora sila na
odgovarajuce mesto u vektoru sistema prema kodnom broju.

67



Vektor slobodnih clanova

e *\ ( o *\

S, O +hH |1
S, 0,+P |2
S3 _ ‘Q3:+P3;3
S4 Q4+P4 4
A O +P | ;
S5 O+ P g

Vektor slobodnih ¢lanova se dobija sabiranjem vektora Q* i P*.
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o

10.5 Resavanje sistema jednadina
Kq =S

Matrica krutosti sistema je singularna, det K*=0.

*

Matrica K* i vektori §* i q* se parcionsu po nepoznatim
(q*,) i poznatim pomeranjima (q*,):

q 1 nepoznata
s\ . pomeranja
> 5 q )
4 *
AN %
|—> qn Q3
* *
2A 4y i 1
>
I s
sk
(s |
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Ako prvo numeriSemo nepoznata pa poznata pomeranja,
dobijaju se parcionisane matrica krutosti i vektori sila, tj.
pomeranja.

A

®

A2
W N>
l
X —=>
y
y
X
@ ®
s

e

nepoznata
pomeranja
] :
4,
* ¥
q, 9,
% T * e
q p q3
*
9

X

70



Uslovne jednacine se parcioniSu po nepoznatim (n) I
poznatim pomeranjima (p).

Parcionisane uslovne jednacine:

B * * T 4 * 3 4 * )
K, K,[|q%|_|S. |
*k * * *
11
_Kpn Kpp_ Lqp ) LSP ) ( )
Nepoznata pomeranja qf, se dobijaju iz jednacine | :
K,q,+K,q, =S, + K, q=1S -K, q

q, - vektor nepoznatih pomeranja

q*p - vektor poznatih (zadatih) pomeranja



Mogu nastupiti 2 slucaja:

D q,=0 - homogeni granicni uslovi (nepomerljivi oslonci )

*

K, q, =S

n

*
— qn

1) q; #0 - nehomogeni granicni uslovi (pomerljivi oslonci )

K.q, =S, -K q, = q,

Ako je S: = (0 (neopterecen nosac, zadato pomeranje oslonaca)

K.q, =-K q,

*
— qn

/2



10.6 Odredivanje reakcija oslonaca

Reakcije oslonaca su jednake silama u ¢vorovima u kojima
su poznata pomeranja. Njih odredujemo iz jednacine I1:

Sp :Kpnqn + Kppqp

§p :@+(2Tp ~ @:SP-Q
|

Vektor Vektor
reakcija ekvivalentnog

Vektor oslonaca opterecenja

sila u
osloncima

/3



10.7 Odredivanje sila na krajevima Stapova

Vektori sila na krajevima elementa Stapa j se dobija iz
osnovne jednacine Stapa.

Rj :Kj qj - Qj - vektor sila u lokalnom sistemu

q] :T]q / - veza izmedu v. pomeranja u lokalnom i globalnom k.s.

J —Y¥ )T/ J
R’/ =K’'T’q"” - Q

K — K jT j | - matrica krutosti koja daje vezu izmedu sila u lokalnom k.s.
i pomeranja u globalnom k.s.

N A Gl j -veza izmedu v. sila u lokalnom k.s. i pomeranja u
@ =K @ Q globalnom k.s. za element j
7 7

Vektor sila u L.s. Vektor pomeranja u g.s.
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Konvencija znaka presecnih sila

R; Ay .
; é:i "’:<\) N
1 TRZ RJ_T X
M_ k
v <
N, S i1 7 N
1; T T
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10.8 Algoritam poracuna

Numerisu se ¢vorovi i elementi nosaca, kodiraju se pomeranja
cvorova | odreduje broj nepoznatih pomeranja;

Sracuna se geometrija svih elemenata (duzina, povrSina i moment
inercije poprecnih preseka, uglovi nagiba stapova «; prema X-0si i
cosa; i sinay);

Sra¢unavaju se matrice krutosti K' i vektori ekvuivalentnog opterecenja
(' elemenata u lokalnom sistemu;

Sra¢unavaju se matrice transformacije T , matrice krutosti K* i vektori
ekvuivalentnog opterecenja Q* elemenata u globalnom koordinatnom
sistemu;

SracCunavaju se matrice krutosti K* i vektor ekvuivalentnog
opterecenja Q* sistema;

Formira se vektor koncentrisanih sila u cvorovima P* u globalnom
koordinatnom sistemu;

Sracuna se vektor slobodnih ¢lanova S*= P*+ Q*;
Resava se jednacina sistema i odreduje vektor nepoznatih pomeranja
cvorova q* ;

Sracunavaju se reakcije i vektori sila na krajevima Stapova. 76



10.9 Resetkasti nosaci

Resetka u ravni

Osnovni element reSetkastog nosaca je prost stap m, koji je u cvorovima i i k
zglavkasto vezan sa ostalim delovima nosacCa (sl.1). Stap je izlozen aksijalnom
naprezanju. Prelpostavija se da je Stap konstantnog poprecnog preseka.

U svakom cvoru postoji 2 stepena slobode pomeranja u globalnom koordinatnom
sistemu.

Ukupan broj pomeranja N=2K, gde je K br. ¢vorova nosaca.
Broj nepoznatih pomeranja n=2K-z,

Stapovi

-1 7
&vorovi /

Slika 1 77

— nepoznata pomeranja

——— poznata pomeranja




Element reSetke je prost stap.

Vektori sila R i pomeranja q u lokalnom koordinatnom sistemu su:
R,
- = i) ol
2
Y B

Matrica krutosti prostog Stapa je jednaka matrici krutosti za
aksijalno naprezanje.

k, k, _EF|1 -1
k, k,, [ -1 1

2

/8



Transformacija koordinatnog sistema

lokalni sistem globalni sistem

/\R >l<4, q >k4

rql*w
L . : : - _|%
Vektor sila i pomeranja u globalnom koordinatnom sistemu: a4 =1 .|

qs
Matrica transformacije q, |

q=Tq* Q=TQ*

cosa SIin«a 0 0

0 0 cosa sina

W N 7%
)

B

X
«




Matrice krutosti

N

K EF | cosa sina - Ccosa - Sina
[ |-cosa -sina cosa sIN

K =T'K =T'K T

« EF[K K
/| |-K, K,
Ko cos’a  cosasina

€

cosasina sin® a




10.9.1 Algoritam poracuna resetke

Numerisu se ¢vorovi i elementi nosaca, kodiraju se pomeranja
cvorova i odreduje broj nepoznatih pomeranja;

Sracunava se geometrija svih elemenata (duzina, povrSina poprecnih
preseka, uglovi nagiba stapova o; prema X-0sii cosa; i Sina,);
SracCunavaju se matrice krutosti K* i vektori ekvuivalentnog
opterecenja Q% elemenata u globanom koordinatnom sistemu,
Sracunavaju se matrice krutosti K* i vektor ekvuivalentnog
opterecenja Q* sistema;

Formira se vektor koncentrisanih sila u ¢vorovima P* u globalnom
koordinatnom sistemu,

SracCunava se vektor slobodnih ¢lanova S*= P*+ Q*;

Resi se jednacCina sistema i odrediti vektor nepoznatih pomeranja
cvorova q* ;

Sracunavaju se reakcije i vektori sila na krajevima Stapova.
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Primer 1
Odrediti pomeranje cvora a i sile u Stapovima resetkastog nosaca
na slici usled zadatog opterecenja, primenom matricnog postupka.




Nepoznata pomeranja: 112

Geometrija nosaca:

“ kraj
S , [ a cos o sin o
= I k
1 2 1 [ 0 1 0
2 2 3 [ 90 0 1
L3 N2 | 3 22 | V202
X




Matrice krutosti Stapova u globalnom koordinatnom sistemu:

Kk —EF[Xo K.
l __Ke Ke_
2 - |
CoS” o cosasina
K =

cosasina sin’ o



Matrice krutosti stapova u globalnom koordinatnom sistemu

o = AW

3 4 5 ¥
0 00 073 L=t -1 T
EF[0 1 0 -1]4 g _EF V2| -t O] 1 -12
K=o o o ls 2T A -1 11 43
0 —1i0 1|6 1 -1 -1 1 °




Matrica krutosti sistema se formira postupkom kodnih brojeva:

1 2 3 4 5 6

4+2 204 0 2 2

2 (V2o o 2 -2
i | Kn K,}: EF| =040 0
L K | 4] 0 00 4 0 4

2 2o o0 2R

V2 —\E 0 -4 2 4+v2

AN U AN W N~



Submatrica krutosti uz nepoznata pomeranja
2

]
K’ _LEF _4+\/§ —\/5_ 1
nn 4-[ I _\/5 \/5 _ 2

Inverzna matrica :

(k)"

7|1 ]
CEF|1 2J2+1

Vektor slobodnih clanova

.. [0]1
Sn = P — ;
L



Uslovna jednacina:

K. a, =S

n

EF |4+32 -\2|[q]] _[ 0
| -2 2]l =P

Vektor nepoznatih pomeranja qﬂ — (Kfm )l Sn
q | _-pPL| 1 |1
< e 2 e
q, EF L1+2\/§J2




Pomeranja




Reakcije oslonaca

e o . ©EF O 0 bpr o
P:S :K- = o =P
P p fmqn 4[ _\/5 \/5 EF {l + 2\/5} ) -

SN L AN W




Sile u Stapovima resetke dobijaju se iz jednacine R’ =K’q "’ :

- EF | cosa siIna - Ccosa - Sina
[ |-cosa -sina cosa sin o
0 13
11 0 -1 0 0 |4 1
g EF[1 0 -1 0] Pyl O [4_ [
[ |1-1 0 1 O EF 1 Ji -1
1+24/2) 2

10 -l
R, - EF|Y 0 -1
o -1 0

o O o O
[l
~
—
o o
H/_/




R 3

EF

[

|

0.5

05 -05 05|\ EF

05 05 05 —O.SM PZ]
| ——

Reakcije i sile u Stapovima

'1+2\/§




10.11 Simetriéni nosaéi. Stap tipa s

Stap tipa “s” se javija kod simetriénih nosa&a koji su optereéeni
Simetricnim opterecenjem.

To je stap tipa “k” koga polovi osa simetrije, slika 1.

ne racunamo u
! 2
A P ' ‘P ‘N A 'D/2| 4 nepoznata
LN \' \V4 L‘\}ﬁ" 3_1’;1\ \' ol pomeranja
—>f 1 ; > 1 ;
l rrk 99, k 4 “S 3]
= \ Svtap tipa “s”
2
i 1 A
) LS 27 Vi 3_1’;-'\ S E__i
1 j

Slika 1
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A
Matrica krutosti $tapa tipa s B

Stap tipa “k” pri simetricnom opterecenju

£

vektor pomeranja Stapa

“17 »
P P
R l : A6 _
E ? L_éz*_ !
I~ 4
/ N
1 ﬂ
Stap tipa vektor pomeranja

1 3

3 Lﬁ:i %
Ii q:<q2>

}< [s=1/2 >‘ g, |

q, 49
9, 9>
IEE | _ 43 >
d, -4,
qs q,
(4s) 743
vektor sila
rRl 3
R ={R,;
R |
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Veza izmedu vektora sila i vektora pomeranja na krajevima Stapa tipa
“k” pri simetricnom opterecenju data je matricnom jednacinom:

£F 0 o £ 0
l /
o o 1281  6EL 12EI  6EI | .
K Fr R
R, 6El  4EI 6EI 2EI | | %
R 2 0 T T3
B o P Y SR SO S A T
R, _E 0 0 E 0 0 ch\
R; ! ! q,
R) | o J12BL 6EL  12E  6LI w/
/ / l y
6EI  2EI 6EI  4EI
0 -~ = 0 -=
l / l l



Veza izmedu vektora sila i vektora
pomeranja na Kraju i Stapa tipa

dobija iz prve tri jednacine (a)

Jednostavnim mnozZenjem elemenata
matrice krutosti K vektorom pomeranja q.

U matricnom obliku se dobija:

ora sila i pomeranja
Stapa tipa s

1P

S Se

3y s

17 Lﬁ:i
[s=1/2

< 5

9—>t\>

\

Matrica KrutoStr Stapa tipa s’

QE 0 0 — 0 0
/ [
K =l 0 0 O |=0 0 O
0 0 2g 0O O ﬂ
[ [
! —duzina stapa tipa_ K

[ = 1/2 — duzina Stapa tipa "’s
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Primer

E Uy e

—> =

T 7

9/ & 12

A VVVVY B

7>I ]'] ]>0
14

15

VI

B> 71 s

broj nepoznatih: n=18

Wbo
<_
<_
<_
<_
<_

~
> I

\
—
<]
<_
<_
<_
<_
o

-l\\l
7

Stapovi tipa “s”

v

broj nepoznatih: n=9
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