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SADRŽAJ PREDAVANJA

- Pseudoslučajni brojevi

- Funkcije za slučajni odabir i mešanje

- Monte Karlo simulacija



DETERMINISTIČKI I NEDETERMINISTIČKI ALGORITMI

Algoritam koji daje uvek iste izlaze, za iste ulaze,                                      
naziva se deterministički  (svi dosadašnji algoritmi). 

Realni sistemi su često prilično neodređeni – ne mogu se modelovati 
determinističkim (potpuno određenim) algoritmom.

Primer: teniski turnir (bolji igrač obično pobeđuje lošijeg). 

Da bi se modelovali neodređeni sistemi,                                               
u algoritmu mora da postoji izvor slučajnosti! 

Algoritam koji, u ponvljenom izvršavanju, daje različite izlaze za isti ulaz      
je nedeterministički. 

Primer: bolji teniser A pobeđuje lošijeg tenisera B, sa verovatnoćom 0.7



VEROVATNOĆA DOGAĐAJA

Izvesnost dešavanja nekog događaja A u matematici se kvantifikuje brojem P(A): 
P(A) ∈ [0, 1],   P(A) je verovatnoća dešavanja za A.

Verovatnoća se neformalno definiše kao odnos broja povoljnih
i broja svih mogućih ishoda za događaj. 

Primer: baca se fer kocka za jamb. Koja je verovatnoća da padne broj veći od 4?

Događaj A – pao je broj > 4. Povoljni ishodi  {5, 6}. Svi ishodi {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 
P(A) = 2/6 = 1/3 = 0.333…

Što je događaj izvesniji njegova verovatnoća je bliža 1. 
Ako je P(A) = 1, događaj je siguran. Ako je P(A) = 0, događaj je nemoguć.



PRESEK DVA DOGAĐAJA. NEZAVISNOST

Dati su događaji A i B. Događaj AB realizuje se samo ako su se desili i A i B. 
P(AB) – broj povoljnih ishoda i za A i za B, podeljen sa ukupnim brojem ishoda.

Primer: baca se fer kocka. A – pao broj > 3. B – pao paran broj. 
Povoljni za A: {4, 5, 6}; povoljni za B {2, 4, 6}; povoljni za AB: {4, 6}                         
P(AB) = 2/6 = 1/3 

Dva događaja su nezavisna ako dešavanje jednog ne utiče na dešavanje drugog      
i obrnuto (nema uzročno posledične veze). Primer: ishodi u dva uzastopna bacanja.

Matematička formulacija nezavisnosti:                                                                    
A i B nezavisni ako i samo ako P(AB) = P(A) P(B) 

Da li su A i B  iz prethodnog primera nezavisni? 



SLUČAJNA PROMENLJIVA

Slučajna promenljiva – veličina koja karakteriše ishod nekog slučajnog procesa,         
a koja uzima brojne vrednost iz nekog skupa S. 

Primer: broj pisama posle 10 bacanja novčića. Broj pisama X ∈[0, 10]

Ako je S prebrojiv onda se radi o diskretnoj slučajnoj promenljivoj.                           
Ako je S neprebrojiv, onda se radi o kontinualnoj slučajnoj promenljivoj.

Primer za broj pisama - X  je diskretna slučajna promenljiva

Stanje realnog sistema se često opisuje većim brojem različitih, neprekidnih 
slučajnih promenljivih (promenljive stanja). 

Neprekidne slučajne prom. imaju beskonačno mnogo mogućih vrednosti –
na primer, visina slučajno odabranog studenat GRF (između 0 i 250cm)



DISKRETNA RASP0DELA

Slučajne promenljive opisuju se raspodelom verovatnoće.                  

Diskretna raspodela opisuje verovatnoću da slučajna promenljiva 
uzme vrednost X = xi :  pi = P(X= xi) i zadata je tabelarno

Primer: X je broj dečaka u porodici sa troje dece:                

Zbir svih verovatnoća       
mora bit jednak 1!



NEPREKIDNA RASPODELA

Kolika je verovatnoća da neprekidna X uzme tačnu vrednost xi - P(X = xi) ? 

Primer: X visina studenta, P(X = 186cm) = ?

Verovatnoća ovde može dobiti geometrijsku interpretaciju:
bira se tačno jedna tačka na intervalu od 0 do 250cm. Broj povoljnih ishoda 
odgovara dužini intervala koju čini tačno jedna tačka, na primer 186cm (0),           
a  broj svih mogućih ishoda odgovara dužini intervala [0, 250].                              
Sledi P(X = 186cm) = 0/250 = 0; 

Verovatnoća za svaki pojedinačan ishod je 0! 

Verovatnoća da X uzme vrednost iz [a, b] defineše se 
preko funkcije gustine raspodele:



SLUČAJNI BROJEVI

Sekvenca brojeva S je slučajna ako važi:

1) brojevi iz S su uniformno raspoređeni u odnosu na S                                        
(jednake verovatnoće izbora)

2) Za svako n važi da, za poznatih prvih n-1 brojeva, nije moguće odrediti sledeći

uniformna gustina 
raspodele 

U programiranju se koriste pseudoslučajni brojevi koji ne ispunjavaju uslov (2).  
Za početni broj (seme), pseudoslučajna sekvenca je potpuno poznata
i ponavlja se posle konačno mnogo brojeva! 

Pseudoslučajna sekvenca je, na izgled, dovoljno slučajna za najveći broj primena!  



PSEUDOSLUČAJNI BROJEVI U PAJTONU – MODUL random

Modul pruža različite funkcije koje rade sa generatorom pseudoslučajnih brojeva  



PSEUDOSLUČAJNI BROJEVI U PAJTONU – MODUL random

isto seme     
ista sekvenca 



generiše uniformni ceo broj 
iz [1, n]

kada želi da prekine,    
igrač unese broj                     
van intervala



FUNKCIJE ZA SLUČAJNI ODABIR I MEŠANJE

Uz pomoć funkcija iz modula itertools, biraju se kombinatorne sturkture 
objekata iz kolekcije.    

Za biranje slučajnih uzoraka objekata iz kolekcije,                                                 
koriste se funkcije modula random

Funkcija choice() bira tačno jedan,                                                                   
a sample() više objekata iz sekvence ili skupa (biranje bez vraćanja).                 



FUNKCIJE ZA SLUČAJNI ODABIR I MEŠANJE

Funkcija shuffle() meša promenljive sekvence poput liste.             



PONAŠANJE REALNIH SISTEMA

Podsećanje: programiranje predstavlja vid modelovanja realnih sistema.            

Ponašanje sistema zavisi od stanja u kome se on nalazi.                                 
Stanje sistema zavisi od ulaznih fiz. veličina koje na sistem deluju iz okruženja.        

sistem

okruženje

x1

xn
s1 s2 sm

si – promenljive stanja

fi  – determinističke funkcije
Xi – slučajne promenljive

Analiza ponašanja sistema na različite ulaze često je teška, dugotrajna, 
skupa ili neizvodljiva – pravi se računarski model i vrši simulacija.           



PROBABILISTIČKI ALGORITMI:                                      
MONTE KARLO SIMULACIJA

Nedeterministički postupci za približno rešavanje problema –
probabilistički algoritmi (koriste generatore pseudoslučajnih brojeva).             

Monte Karlo simulacija: podrazumeva da su poznate raspodele za Xi 
pa u velikom broju opita generiše različite Xi i posmatra ponašanje sistema.

sistem

okruženje

x1

xn
s1 s2 sm

si – promenljive stanja

fi  – determinističke funkcije
Xi – slučajne promenljive



Pretpostavimo da je oko kruga opisan kvadrat stranice 2a. 
Neka se iz kvadrata na slučajan način bira tačka.
Koja je verovatnoća p da tačka pripada i krugu?

Verovatnoća p je Pkruga / Pkvadrata. 
Ako je poznata, onda se Pkruga lako računa bez pi ! 

p se može proceniti u Monte Karlo simulaciji: 
generiše se N parova koordinata tačaka iz intervala [-a, a] 
iz uniformne raspodele, pa se prebroje tačke u krugu (n).
Sada je p = n / N

uslov pripadnosti
tačke krugu



POVRŠINA KRUGA – MONTE KARLO

jedan opit



POVRŠINA KRUGA – MONTE KARLO

Kad broj opita raste
rel. greška se smanjuje


